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Дифференциальное исчисление функции

одной переменной.

Производная функции, ее геометрический и физический смысл.


Определение. Производной функции f(x) в точке х = х0 называется предел отношения приращения функции в этой точке к приращению аргумента, если он существует.
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Пусть f(x) определена на некотором промежутке (a, b). Тогда 
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 тангенс угла наклона секущей МР к графику функции.
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где ( - угол наклона касательной к графику функции f(x) в точке (x0, f(x0)).


Угол между кривыми может быть определен как угол между касательными, проведенными к этим кривым в какой- либо точке.
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Уравнение касательной к кривой: 
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Уравнение нормали к кривой: 
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Фактически производная функции показывает как бы скорость изменения функции, как изменяется функция при изменении переменной.


Физический смысл производной функции f(t), где t- время, а f(t)- закон движения (изменения координат) – мгновенная скорость движения.


Соответственно, вторая производная функции- скорость изменения скорости, т.е. ускорение.

Односторонние производные функции в точке.


Определение. Правой (левой) производной функции f(x) в точке х = х0 называется правое (левое) значение предела отношения 
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 при условии, что это отношение существует.
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Если функция f(x) имеет производную в некоторой точке х = х0, то она имеет в этой точке односторонние производные. Однако, обратное утверждение неверно. Во- первых функция может иметь разрыв в точке х0,  а во- вторых, даже если функция непрерывна в точке х0, она может быть в ней не дифференцируема.


Например: f(x) = (x(- имеет в точке х = 0 и левую и правую производную, непрерывна  в этой точке, однако, не имеет в ней производной.


Теорема. (Необходимое условие существования производной) Если функция f(x) имеет производную в точке х0, то она непрерывна в этой точке.


Понятно, что это условие не является достаточным. 

Основные правила дифференцирования.


Обозначим f(x) = u, g(x) = v- функции, дифференцируемые в точке х.

1) (u ( v)( = u( ( v(
2) (u(v)( = u(v( + u((v
3)
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Эти правила могут быть легко доказаны на основе теорем о пределах.

Производные основных элементарных функций.
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Производная сложной функции.


Теорема. Пусть y = f(x); u = g(x), причем область значений функции u входит в область определения функции f.
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Тогда       
[image: image25.wmf]u

u

f

y

¢

×

¢

=

¢

)

(



Доказательство.      
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( с учетом того, что если (x(0, то (u(0, т.к. u = g(x) – непрерывная функция)


Тогда 
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Теорема доказана.

Логарифмическое дифференцирование.

Рассмотрим функцию  
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Тогда (ln(x()(= 
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Учитывая полученный результат, можно записать 
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Отношение 
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 называется логарифмической производной функции f(x).

Способ логарифмического дифференцирования состоит в том, что сначала находят логарифмическую производную функции, а затем производную самой функции по формуле
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Способ логарифмического дифференцирования удобно применять для нахождения производных сложных, особенно показательных и показательно-степенных функций, для которых непосредственное вычисление производной с использованием правил дифференцирования представляется трудоемким.

Производная показательно- степенной функции.


Функция называется показательной, если независимая переменная входит в показатель степени, и степенной, если переменная является основанием. Если же и основание и показатель степени зависят от переменной, то такая функция будет показательно – степенной.

Пусть u = f(x) и v = g(x) – функции, имеющие производные в точке х, f(x)>0.

Найдем производную функции y = uv. Логарифмируя, получим:

lny = vlnu
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Пример. Найти производную функции 
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По полученной выше формуле получаем: 
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Производные этих функций: 
[image: image40.wmf];

sin

cos

;

3

2

x

x

x

v

x

u

-

=

¢

+

=

¢


Окончательно: 
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Производная обратных функций.


Пусть требуется найти производную функции у = f(x) при условии, что обратная ей функция x = g(y) имеет производную, отличную от нуля в соответствующей точке.


Для решения этой задачи дифференцируем функцию  x = g(y) по х:
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т.е. производная обратной функции обратна по величине производной данной функции.


Пример. Найти формулу для производной функции arctg.

Функция arctg является функцией, обратной функции tg, т.е. ее производная может быть найдена следующим образом:
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Известно, что 
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По приведенной выше формуле получаем:
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Т.к. 
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 то можно записать окончательную формулу для производной арктангенса:
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Таким образом получены все формулы для производных арксинуса, арккосинуса и других обратных функций, приведенных в таблице производных.

Дифференциал функции.


Пусть функция y = f(x) имеет производную в точке х:


[image: image50.wmf])

(

lim

0

x

f

x

y

x

¢

=

D

D

®

D


Тогда можно записать:   
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Следовательно:     
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Величина ((x- бесконечно малая более высокого порядка, чем f((x)(x, т.е. f((x)(x- главная часть приращения (у.


Определение. Дифференциалом функции f(x) в точке х называется главня линейная часть приращения функции.


Обозначается dy или df(x).

Из определения следует, что  dy = f((x)(x  или 

[image: image996.wmf]
dy = f((x)dx.

Можно также записать: 
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Геометрический смысл дифференциала.
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Из треугольника (MKL: KL = dy = tg(((x = y(((x
Таким образом, дифференциал функции f(x) в точке х равен приращению ординаты касательной к графику этой функции в рассматриваемой точке.

Свойства дифференциала.


Если u = f(x) и v = g(x)- функции, дифференцируемые в точке х, то непосредственно из определения дифференциала следуют следующие свойства:

1) d(u ( v) = (u ( v)(dx = u(dx ( v(dx = du ( dv

2) d(uv) = (uv)(dx = (u(v + v(u)dx = vdu + udv

3) d(Cu) = Cdu

4) 
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Дифференциал сложной функции.

Инвариантная форма записи дифференциала.


Пусть y = f(x), x = g(t), т.е. у - сложная функция.

[image: image998.wmf]
Тогда                                               dy = f((x)g((t)dt = f((x)dx.


Видно, что форма записи дифференциала dy не зависит от того, будет ли х независимой переменной или функцией какой- то другой переменной, в связи с чем эта форма записи называется инвариантной формой записи дифференциала.


Однако, если х - независимая переменная, то

dx = (x, но

если х зависит от t, то           (х ( dx. 

Таким образом, форма записи dy = f((x)(x не является инвариантной.


Пример.  Найти производную функции
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Сначала преобразуем данную функцию: 
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Пример.  Найти производную функции 
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Пример. Найти производную функции 
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Пример. Найти производную функции 
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Пример. Найти производную функции 
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Формула Тейлора.

Тейлор (1685-1731) – английский математик


Теорема Тейлора. 1) Пусть функция f(x) имеет в точке х = а и некоторой ее окрестности производные порядка до (n+1) включительно.{ Т.е. и все предыдущие до порядка n функции и их производные непрерывны и дифференцируемы в этой окрестности}. 
2) Пусть х- любое значение из этой окрестности, но х ( а.

Тогда между точками х и а найдется такая точка (, что справедлива формула:
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· это выражение называется формулой Тейлора, а выражение:
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называется остаточным членом в форме Лагранжа.


Доказательство. Представим функцию f(x) в виде некоторого многочлена Pn(x), значение которого в точке х = а равно значению функции f(x), а значения его производных равно значениям соответствующих производных функции в точке х = а.
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Многочлен Pn(x) будет близок к функции f(x). Чем больше значение n, тем ближе значения многочлена к значениям функции, тем точнее он повторяет функцию.


Представим этот многочлен с неопределенными пока коэффициентами:
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Для нахождения неопределенных коэффициентов вычисляем производные многочлена в точке х = а и составляем систему уравнений:
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Решение этой системы при х = а не вызывает затруднений, получаем:
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Подставляя полученные значения Ci в формулу (2), получаем:
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Как было замечено выше, многочлен не точно совпадает с функцией f(x), т.е. отличается от нее на некоторую величину. Обозначим эту величину Rn+1(x). Тогда:

f(x) = Pn(x) + Rn+1(x)

Теорема доказана.


Рассмотрим подробнее величину Rn+1(x).

          y




                          Как видно на рисунке, в 
                            









 точке х = а значение мно-



          f(x)                                        Rn+1(x)      гочлена в точности совпа-







                         дает со значением функции.




  Pn(x)




 Однако, при удалении от точ-

                        ки х = а расхождение значе-







 ний увеличивается.






    0            a                    x             x

Иногда используется другая запись для Rn+1(x). Т.к. точка (((a, x), то найдется такое число ( из интервала 0 < ( < 1, что ( = a + ((x – a).

Тогда можно записать:
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Тогда, если принять a = x0,   x – a = (x,  x = x0 + (x, формулу Тейлора можно записать в виде:
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где 0 < ( < 1


Если принять n =0, получим: f(x0 + (x) – f(x0) = f((x0 + ((x)((x – это выражение называется формулой Лагранжа. (Жозеф Луи Лагранж (1736-1813) французский математик и механик).


Формула Тейлора имеет огромное значение для различных математических преобразований. С ее помощью можно находить значения различных функций, интегрировать, решать дифференциальные уравнения и т.д.


При рассмотрении степенных рядов  будет более подробно описаны некоторые особенности и условия разложения функции по формуле Тейлора.

Формула Маклорена.

Колин Маклорен (1698-1746) шотландский математик.


Формулой Маклорена называется  формула Тейлора при а = 0:
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Мы получили так называемую формулу Маклорена с остаточным членом в форме Лагранжа.


Следует отметить, что при разложении функции в ряд применение формулы Маклорена предпочтительнее, чем применение непосредственно формулы Тейлора, т.к. вычисление значений производных в нуле проще, чем в какой- либо другой точке, естественно, при условии, что эти производные существуют.


Однако, выбор числа а очень важен для практического использования. Дело в том, что при вычислении значения функции в точке, расположенной относительно близко к точке а, значение, полученное по формуле Тейлора, даже при ограничении тремя – четырьмя первыми слагаемыми, совпадает с точным значением функции практически абсолютно. При удалении же рассматриваемой точки от точки а для получения точного значения надо брать все большее количество слагаемых формулы Тейлора, что неудобно.


Т.е. чем больше по модулю значение разности (х – а) тем более точное значение функции отличается от найденного по формуле Тейлора. 


Кроме того, можно показать, что остаточный член Rn+1(x) является бесконечно малой функцией при х(а, причем долее высокого порядка, чем (х – а)m, т.е.
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Таким образом, ряд Маклорена можно считать частным случаем ряда Тейлора.

Представление некоторых элементарных функций

по формуле Тейлора.


Применение формулы Тейлора для разложения функций в степенной ряд широко используется и имеет огромное значение при проведении различных математических расчетов. Непосредственное вычисление интегралов некоторых функций может быть сопряжено со значительными трудностями, а замена функции степенным рядом позволяет значительно упростить задачу. Нахождение значений тригонометрических, обратных тригонометрических, логарифмических функций также может быть сведено к нахождению значений соответствующих многочленов. 


Если при разложении в ряд взять достаточное количество слагаемых, то значение функции может быть найдено с любой наперед заданной точностью. Практически можно сказать, что для нахождения значения любой функции с разумной степенью точности (предполагается, что точность, превышающая 10 – 20 знаков после десятичной точки, необходима очень редко) достаточно 4-10 членов разложения в ряд.


Применение принципа разложения в ряд позволяет производить вычисления на ЭВМ в режиме реального времени, что немаловажно при решении конкретных технических задач.

Функция f(x) = ex.


Находим:                                f(x) = ex,    f(0) = 1

f((x) = ex,   f((0) = 1

……………………

f(n)(x) = ex,  f(n)(0) = 1


Тогда:  
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Пример: Найдем значение числа е.

В полученной выше формуле положим х = 1.
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Для 8 членов разложения: e = 2,71827876984127003

Для 10 членов разложения: e = 2,71828180114638451

Для 100 членов разложения: e = 2,71828182845904553
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На графике показаны значения числа е с точностью в зависимости от числа членов разложения в ряд Тейлора.

 Как видно, для достижения точности, достаточной для решения большинства практических задач, можно ограничиться 6-7 – ю членами ряда.

Функция f(x) = sinx.

 Получаем  f(x) = sinx;  f(0) = 0


        f((x) = cosx = sin( x + (/2);  f((0) = 1;

                    f(((x) = -sinx = sin(x + 2(/2); f(((0) = 0;

                    f((((x) = -cosx = sin(x + 3(/2); f((((0)=-1;

                    …………………………………………

                    f(n)(x) = sin(x + (n/2);            f(n)(0) = sin((n/2);

                    f(n+1)(x) = sin(x + (n + 1)(/2);       f(n+1)(() = sin(( + (n + 1)(/2);


Итого:                
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Функция f(x) = cosx.


Для функции cosx, применив аналогичные преобразования, получим:
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Функция f(x) = (1 + x)(.

(( - действительное число)
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Тогда:
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Если в полученной формуле принять ( = n, где n- натуральное число и f(n+1)(x)=0, то Rn+1 = 0, тогда
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Получилась формула, известная как бином Ньютона.


Пример: Применить полученную формулу для нахождения синуса любого угла с любой степенью точности.


На приведенных ниже графиках представлено сравнение точного значения функции и значения разложения в ряд Тейлора при различном количестве членов разложения.
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Рис. 1. Два члена разложения
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Рис. 2. Четыре члена разложения
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Рис. 3. Шесть членов разложения
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Рис. 4. Десять членов разложения


Чтобы получить наиболее точное значение функции при наименьшем количестве членов разложения надо в формуле Тейлора в качестве параметра а выбрать такое число, которое достаточно близко к значению х, и значение функции от этого числа легко вычисляется.

Для примера вычислим значение sin200.

Предварительно переведем угол 200 в радианы:  200 = (/9.

Применим разложение в ряд Тейлора, ограничившись тремя первыми членами разложения:
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В четырехзначных таблицах Брадиса для синуса этого угла указано значение 0,3420.
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На графике показано изменение значений разложения в ряд Тейлора в зависимости от количества членов разложения. Как видно, если ограничиться тремя членами разложения, то достигается точность до 0,0002.


Выше говорилось, что при х(0 функция sinx является бесконечно малой и может при вычислении быть заменена на эквивалентную ей бесконечно малую функцию х. Теперь видно, что при х,  близких к нулю, можно практически без потери в точности ограничиться первым членом разложения, т.е. sinx ( x.


Пример: Вычислить sin28013(15((.

Для того, чтобы представить заданный угол в радианах, воспользуемся соотношениями:
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Если при разложении по формуле Тейлора ограничиться тремя первыми членами, получим:   sinx = 
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Сравнивая полученный результат с более точным значением синуса этого угла,

sin
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= 0,472869017612759812,

видим, что даже при ограничении всего тремя членами разложения, точность составила 0,000002, что более чем достаточно для большинства практических технических задач.

Функция f(x) = ln(1 + x).


Получаем:                  f(x) = ln(1 + x);             f(0) = 0;

f((x) = 
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Итого: 
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Полученная формула позволяет находить значения любых логарифмов (не только натуральных) с любой степенью точности. Ниже представлен пример вычисления натурального логарифма ln1,5. Сначала получено точное значение, затем – расчет по полученной выше формуле, ограничившись пятью членами разложения. Точность достигает 0,0003.

ln1,5 = 0,405465108108164381


[image: image120.wmf]4058035

,

0

7

5

,

0

6

5

,

0

5

5

,

0

4

5

,

0

3

5

,

0

2

5

,

0

5

,

0

)

5

,

0

1

ln(

5

,

1

ln

7

6

5

4

3

2

=

+

-

+

-

+

-

»

+

=



Разложение различных функций по формулам Тейлора и Маклорена приводится в специальных таблицах, однако, формула Тейлора настолько удобна, что для подавляющего большинства функций разложение может быть легко найдено непосредственно.


Ниже будут рассмотрены различные применения формулы Тейлора не только к приближенным представлениям функций, но и к решению дифференциальных уравнений и к вычислению интегралов.

Применение дифференциала к приближенным вычислениям.


Дифференциал функции y = f(x) зависит от (х и является главной частью приращения (х.


Также можно воспользоваться формулой
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Тогда абсолютная погрешность


[image: image122.wmf]dy

y

-

D



Относительная погрешность


[image: image123.wmf]dy

dy

y

-

D



Более подробно применение дифференциала к приближенным вычислениям будет описано ниже.

При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” возможно запустить программу, которая производит разложение любой функции в ряды Тейлора и Маклорена, а также вычисляет значение функции в заданной точке, выводит погрешность вычислений.


Для запуска программы дважды щелкните на значке

Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4.
Теоремы о среднем.

Теорема Ролля.

(Ролль (1652-1719)- французский математик)


Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], дифференцируема на интервале (а, b)  и значения функции на концах отрезка равны f(a) = f(b), то на интервале (а, b) существует точка (, a < ( < b, в которой производная функция f(x) равная нулю,
 f((() = 0.


Геометрический смысл теоремы Ролля состоит в том, что при выполнении условий теоремы на интервале (a, b) существует точка ( такая, что в соответствующей точке кривой y = f(x) касательная параллельна оси Ох. Таких точек на интервале может быть и несколько, но теорема утверждает существование по крайней мере одной такой точки.


Доказательство. По свойству функций, непрерывных на отрезке функция f(x) на отрезке [a, b] принимает наибольшее и наименьшее значения. Обозначим эти значения М и m соответственно. Возможны два различных случая М = m и M ( m.


Пусть M = m. Тогда функция f(x) на отрезке [a, b] сохраняет постоянное значение и в любой точке интервала ее производная равна нулю. В этом случае за ( можно принять любую точку интервала.


Пусть М = m. Так значения на концах отрезка равны, то  хотя бы одно из значений М или m функция принимает внутри отрезка [a, b]. Обозначим (, a < ( < b точку, в которой f(() = M. Так как М- наибольшее значение функции, то для любого (х ( будем считать, что точка ( + (х находится внутри рассматриваемого интервала) верно неравенство:  

(f(() = f(( + (x) – f(() ( 0

При этом 
[image: image124.wmf]î

í

ì

<

D

³

>

D

£

=

D

D

0

,

0

0

,

0

)

(

x

если

x

если

x

f

e



Но так как по условию производная в точке ( существует, то существует и предел 
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, то можно сделать вывод:
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Теорема доказана.


Теорема Ролля имеет несколько следствий:

1) Если функция f(x)  на отрезке [a, b] удовлетворяет теореме Ролля, причем
 f(a) = f(b) = 0, то существует по крайней мере одна точка (, a < ( < b, такая, что f((() = 0. Т.е. между двумя нулями функции найдется хотя бы одна точка, в которой производная функции равна нулю.

2) Если на рассматриваемом интервале (а, b) функция f(x) имеет производную (n-1)- го порядка и n раз обращается в нуль, то существует по крайней мере одна точка интервала, в котором производная (n – 1) – го порядка равна нулю. 

Теорема Лагранжа.

(Жозеф Луи Лагранж (1736-1813) французский математик)


Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема на интервале (а, b), то на этом интервале найдется по крайней мере одна точка ( 

a < ( < b, такая, что 
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Это означает, что если на некотором промежутке выполняются условия теоремы, то отношение приращения функции к приращению аргумента на этом отрезке равно значению производной в некоторой промежуточной точке.


Рассмотренная выше теорема Ролля является частным случаем теоремы Лагранжа.


Отношение
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Если  функция f(x) удовлетворяет условиям теоремы, то на интервале (а, b) существует точка ( такая, что в соответствующей точке кривой y = f(x) касательная параллельна секущей, соединяющей точки А и В. Таких точек может быть и несколько, но одна существует точно.


Доказательство.  Рассмотрим некоторую вспомогательную функцию

F(x) = f(x) – yсек АВ
Уравнение секущей АВ можно записать в виде:
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 EMBED Equation.3  [image: image132.wmf])
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Функция F(x) удовлетворяет теореме Ролля. Действительно, она непрерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема на интервале (а, b). По теореме Ролля существует хотя бы одна точка (, a < ( < b, такая что F((() = 0. 

Т.к.     
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, следовательно
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Теорема доказана.



Определение. Выражение 
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 называется формулой 

Лагранжа или формулой конечных приращений.
В дальнейшем эта формула будет очень часто применяться  для доказательства самых разных теорем.

Иногда формулу Лагранжа записывают в несколько другом виде:
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где 0 < ( < 1,  (x = b – a,   (y = f(b) – f(a).

Теорема Коши.

( Коши (1789-1857)- французский математик)


Если функции f(x) и g(x) непрерывны на отрезке [a, b] и дифференцируемы на интервале (a, b) и g((x) ( 0 на интервале (a, b), то существует по крайней мере одна точка (, a < ( < b, такая, что
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Т.е. отношение приращений функций на данном отрезке равно отношению производных в точке (.


Для доказательства этой теоремы на первый взгляд очень удобно воспользоваться теоремой Лагранжа. Записать формулу конечных разностей для каждой функции, а затем разделить их друг на друга. Однако, это представление ошибочно, т.к. точка ( для каждой из функции в общем случае различна. Конечно, в некоторых частных случаях эта точка интервала может оказаться одинаковой для обеих функций, но это - очень редкое совпадение, а не правило, поэтому не может быть использовано для доказательства теоремы.


Доказательство. Рассмотрим вспомогательную функцию 
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которая на интервале [a, b] удовлетворяет условиям теоремы Ролля. Легко видеть, что при х = а и х = b F(a) = F(b) = 0. Тогда по теореме Ролля существует такая точка (, 

a < ( < b, такая, что F((() = 0. Т.к.
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А т.к. 
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Теорема доказана.

Следует отметить, что рассмотренная выше теорема Лагранжа является частным случаем (при g(x) = x) теоремы Коши. Доказанная нами теорема Коши очень широко используется для раскрытия так называемых неопределенностей. Применение полученных результатов позволяет существенно упростить процесс вычисления пределов функций, что будет подробно рассмотрено ниже.

Раскрытие неопределенностей.

Правило Лопиталя.

(Лопиталь (1661-1704) – французский математик)


К разряду неопределенностей принято относить следующие соотношения:
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Теорема (правило Лопиталя). Если функции f(x) и g(x) дифференцируемы в вблизи точки а, непрерывны в точке а, g((x) отлична от нуля вблизи а и f(a) = g(a) = 0, то предел отношения функций при х(а равен пределу отношения их производных, если этот предел (конечный или бесконечный) существует.
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Доказательство. Применив формулу Коши, получим:
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где ( - точка, находящаяся между а и х. Учитывая, что f(a) = g(a) = 0:
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Пусть при х(а отношение 
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 стремится к некоторому пределу. Т.к. точка ( лежит между точками а и х, то  при х(а получим ((а, а следовательно и отношение 
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 стремится к тому же пределу. Таким образом, можно записать:
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Теорема доказана.


Пример: Найти предел 
[image: image151.wmf]e
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Как видно, при попытке непосредственного вычисления предела получается неопределенность вида 
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f((x) = 2x + 
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Пример: Найти предел 
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Если при решении примера после применения правила Лопиталя попытка вычислить предел опять приводит к неопределенности, то правило Лопиталя может быть применено второй раз, третий и т.д. пока не будет получен результат. Естественно, это возможно только в том случае, если вновь полученные функции в свою очередь удовлетворяют требованиям теоремы Лопиталя.


Пример: Найти предел 
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Следует отметить, что правило Лопиталя – всего лишь один из способов вычисления пределов. Часто в конкретном примере наряду с правилом Лопиталя может быть использован и какой – либо другой метод (замена переменных, домножение и др.).


Пример:  Найти предел 
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 - опять получилась неопределенность. Применим правило Лопиталя еще раз.
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 - применяем правило Лопиталя еще раз.
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Неопределенности вида 
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 можно раскрыть с помощью логарифмирования. Такие неопределенности встречаются при нахождении пределов функций вида 
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Пример: Найти предел 
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Здесь y = xx,   lny = xlnx.

Тогда 
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Пример: Найти предел 
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Производные и дифференциалы высших порядков.


Пусть функция f(x)- дифференцируема на некотором интервале. Тогда, дифференцируя ее, получаем первую производную 
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Если найти производную функции f((x), получим вторую производную функции f(x).
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т.е. y(( = (y()( или 
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Этот процесс можно продолжить и далее, находя производные степени n.


[image: image191.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

-

1

1

n

n

n

n

dx

y

d

dx

d

dx

y

d

.

Общие правила нахождения высших производных.


Если функции u = f(x) и v = g(x) дифференцируемы, то

1) (Сu)(n)  = Cu(n);

2) (u ( v)(n) = u(n) ( v(n);

3) 
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[image: image193.wmf])
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Это выражение называется формулой Лейбница. 
Также по формуле dny = f(n)(x)dxn может быть найден дифференциал n- го порядка.

Исследование функций с помощью производной.

Возрастание и убывание функций.


Теорема. 1) Если функция f(x) имеет производную на отрезке [a, b] и возрастает на этом отрезке, то ее производная на этом отрезке неотрицательна, т.е. f((x) ( 0.
                              2) Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема на промежутке (а, b), причем f((x) > 0 для a < x < b, то эта функция возрастает на отрезке [a, b].

Доказательство. 

1) Если функция f(x) возрастает, то f(x + (x) > f(x) при (x>0 и f(x + (x) < f(x) при (х<0,

тогда:
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2) Пусть f((x)>0 для любых точек х1 и х2, принадлежащих отрезку [a, b], причем x1<x2.


Тогда по теореме Лагранжа: f(x2) – f(x1) = f((()(x2 – x1),   x1 < ( < x2
По условию f((()>0, следовательно, f(x2) – f(x1) >0, т.е. функция f(x) возрастает.

Теорема доказана.


Аналогично можно сделать вывод о том, что если функция f(x) убывает на отрезке [a, b], то f((x)(0 на этом отрезке. Если f((x)<0 в промежутке (a, b), то f(x) убывает на отрезке [a, b].


Конечно, данное утверждение справедливо, если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема на интервале (a, b).


Доказанную выше теорему можно проиллюстрировать геометрически:

 
   y





          y

                     (            (                                                                                  (             (





    x






x
Точки экстремума.


Определение. Функция f(x) имеет в точке х1 максимум, если ее значение в этой точке больше значений во всех точках некоторого интервала, содержащего точку х1. Функция f(x) имеет в точке х2 минимум, если f(x2 +(x) > f(x2) при любом (х ((х может быть и отрицательным).


Очевидно, что функция, определенная на отрезке может иметь максимум и минимум только в точках, находящихся внутри этого отрезка. Нельзя также путать максимум и минимум функции с ее наибольшим и наименьшим значением на отрезке – это понятия принципиально различные.


Определение. Точки максимума и минимума функции называются точками экстремума. 


Теорема. (необходимое условие существования экстремума) Если функция f(x) дифференцируема в точке х = х1 и точка х1 является точкой экстремума, то  производная функции обращается в нуль в этой точке.

Доказательство. Предположим, что функция f(x) имеет в точке х = х1 максимум.


Тогда при достаточно малых положительных (х>0 верно неравенство:
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Тогда
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По определению:
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Т.е. если (х(0, но (х<0, то f((x1) ( 0, а если (х(0, но (х>0, то f((x1) ( 0.


А возможно это только в том случае, если при (х(0  f((x1) = 0.

Для случая, если функция f(x) имеет в точке х2 минимум теорема доказывается аналогично.

Теорема доказана.

Следствие. Обратное утверждение неверно. Если производная функции в некоторой точке равна нулю, то это еще не значит, что в этой точке функция имеет экстремум. Красноречивый пример этого – функция  у = х3, производная которой в точке х = 0 равна нулю, однако в этой точке функция имеет только перегиб, а не максимум или минимум.

Определение. Критическими точками функции называются точки, в которых производная функции не существует или равна нулю.

Рассмотренная выше теорема дает нам необходимые условия существования экстремума, но этого недостаточно.

Пример: f(x) = (x(                                               Пример: f(x) = 
[image: image200.wmf]3
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В точке х = 0 функция имеет минимум, но           В точке х = 0 функция не имеет ни

не имеет производной.                                            максимума, ни минимума, ни произ-








водной.


Вообще говоря, функция f(x) может иметь экстремум в точках, где производная не существует или равна нулю.


Теорема. (Достаточные условия существования экстремума) 


Пусть функция f(x) непрерывна в интервале (a, b), который содержит критическую точку х1, и дифференцируема во всех точках этого интервала (кроме, может быть, самой точки х1).


Если при переходе через точку х1 слева направо производная функции f((x) меняет знак с “+” на “-“, то в точке х = х1 функция f(x) имеет максимум, а если производная меняет знак с “-“ на “+”- то функция имеет минимум.

Доказательство.  

Пусть 
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По теореме Лагранжа:           f(x) – f(x1) = f((()(x – x1),     где x < ( < x1.


Тогда: 1) Если х < x1, то ( < x1;      f((()>0;    f((()(x – x1)<0, следовательно

f(x) – f(x1)<0  или   f(x) < f(x1).



2) Если х > x1, то ( > x1   f((()<0;    f((()(x – x1)<0, следовательно

f(x) – f(x1)<0  или   f(x) < f(x1).

Т. к. ответы совпадают, то можно сказать, что f(x) < f(x1) в любых точках вблизи х1, т.е. х1 – точка максимума.


Доказательство теоремы для точки минимума производится аналогично.

Теорема доказана.

На основе вышесказанного можно выработать единый порядок действий при нахождении наибольшего и наименьшего значения функции на отрезке:

1) Найти критические точки функции.

2) Найти значения функции в критических точках.

3) Найти значения функции на концах отрезка.

4) Выбрать среди полученных значений наибольшее и наименьшее.

Исследование функции на экстремум с помощью

производных высших порядков.


Пусть в точке х = х1 f((x1) = 0 и f(((x1) существует и непрерывна в некоторой окрестности точки х1.


Теорема. Если f((x1) = 0, то функция f(x) в точке х = х1 имеет максимум, если f(((x1)<0 и минимум, если f(((x1)>0.


Доказательство. 

Пусть f((x1) = 0 и f(((x1)<0. Т.к. функция f(x) непрерывна, то f(((x1) будет отрицательной и в некоторой малой окрестности точки х1. 

Т.к. f(((x) = (f((x))( < 0, то f((x) убывает на отрезке, содержащем точку х1, но f((x1)=0, т.е. f((x) > 0 при х<x1 и f((x) < 0 при x>x1. Это и означает, что при переходе через точку х = х1 производная  f((x) меняет знак с “+” на “-“, т.е. в этой точке функция f(x) имеет максимум.

Для случая минимума функции теорема доказывается аналогично.

Если f(((x) = 0, то характер критической точки неизвестен. Для его определения требуется дальнейшее исследование.

Выпуклость и вогнутость кривой.

Точки перегиба.


Определение. Кривая обращена выпуклостью вверх на интервале (а, b), если все ее точки лежат ниже любой ее касательной на этом интервале. Кривая, обращенная выпуклостью вверх, называется выпуклой, а кривая, обращенная выпуклостью вниз – называется вогнутой.
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На рисунке показана иллюстрация приведенного выше определения. 


Теорема 1.  Если во всех точках интервала (a, b) вторая производная функции f(x) отрицательна, то кривая y = f(x) обращена выпуклостью вверх (выпукла).

Доказательство. Пусть х0 ( (a, b). Проведем касательную к кривой в этой точке.


Уравнение кривой: y = f(x);


Уравнение касательной: 
[image: image202.wmf]).
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Следует доказать, что 
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По теореме Лагранжа для f(x) – f(x0):     
[image: image204.wmf])
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, x0 < c < x.
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По теореме Лагранжа для 
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Пусть х > x0 тогда x0 < c1 < c < x. Т.к. x – x0 > 0 и c – x0 > 0, и кроме того по условию 
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Пусть x < x0 тогда x < c < c1 < x0 и x – x0 < 0,   c – x0 < 0, т.к. по условию 
[image: image210.wmf],
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Аналогично доказывается, что если f(((x) > 0 на интервале (a, b), то кривая y=f(x) вогнута на интервале (a, b).

Теорема доказана.


Определение. Точка, отделяющая выпуклую часть кривой от вогнутой, называется точкой перегиба.


Очевидно, что в точке перегиба касательная пересекает кривую.


Теорема 2. Пусть кривая определяется уравнением y = f(x). Если  вторая производная f(((a) = 0 или f(((a) не существует и при переходе через точку х = а  f(((x) меняет знак, то точка кривой с абсциссой х = а является точкой перегиба.


Доказательство. 1) Пусть f(((x) < 0 при х < a и f(((x) > 0 при x > a. Тогда при 
x < a кривая выпукла, а при x > a кривая вогнута, т.е. точка х = а – точка перегиба.

2) Пусть f(((x) > 0 при x < b и f(((x) < 0 при x < b. Тогда  при x < b кривая обращена выпуклостью вниз, а при x > b – выпуклостью вверх. Тогда x = b – точка перегиба.

Теорема доказана.

Асимптоты.


При исследовании функций часто бывает, что при удалении координаты х точки кривой в бесконечность кривая неограниченно приближается к некоторой прямой.


Определение. Прямая называется асимптотой кривой, если расстояние от переменной точки кривой до этой прямой при удалении точки в бесконечность стремится к нулю.


Следует отметить, что не любая кривая имеет асимптоту. Асимптоты могут быть прямые и наклонные. Исследование функций на наличие асимптот имеет большое значение и позволяет более точно определить характер функции и поведение графика кривой.


Вообще говоря, кривая, неограниченно приближаясь к своей асимптоте, может и пересекать ее, причем не в одной точке, как показано на приведенном ниже графике функции 
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. Ее наклонная асимптота у = х.
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Рассмотрим подробнее методы нахождения асимптот кривых.

Вертикальные асимптоты.


Из определения асимптоты следует, что если
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, то прямая х = а – асимптота кривой y = f(x).


Например, для функции 
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 прямая х = 5 является вертикальной асимптотой.

Наклонные асимптоты.


Предположим, что кривая y = f(x) имеет наклонную асимптоту y = kx + b.
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Обозначим точку пересечения кривой и перпендикуляра к асимптоте – М, Р – точка пересечения этого перпендикуляра с асимптотой. Угол между асимптотой и осью Ох обозначим (. Перпендикуляр МQ к оси Ох пересекает асимптоту в точке N.


Тогда MQ = y – ордината точки кривой, NQ = 
[image: image219.wmf]y

 - ордината точки N на асимптоте.


По условию: 
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Тогда   
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Итак, прямая y = kx + b – асимптота кривой. Для точного определения этой прямой необходимо найти способ вычисления коэффициентов k и b.

В полученном выражении выносим за скобки х:
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Т.к. х((, то 
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, т.к.  b = const, то 
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Тогда 
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Т.к. 
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Отметим, что горизонтальные асимптоты являются частным случаем наклонных асимптот при k =0.


Пример. Найти асимптоты и построить график функции 
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1) Вертикальные асимптоты: y(+(    x(0-0:      y(-(     x(0+0, следовательно, х = 0- вертикальная асимптота.
2) Наклонные асимптоты:
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Таким образом, прямая у = х + 2 является наклонной асимптотой.

Построим график функции:
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Пример. Найти асимптоты и построить график функции 
[image: image237.wmf]2
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Прямые х = 3 и х = -3 являются вертикальными асимптотами кривой.

Найдем наклонные асимптоты: 
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y = 0 – горизонтальная асимптота.
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Пример. Найти асимптоты и построить график функции 
[image: image241.wmf]2
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Прямая  х = -2 является вертикальной асимптотой кривой.

Найдем наклонные асимптоты.


[image: image242.wmf].

1

2

1

3

2

1

lim

2

3

2

lim

)

2

(

3

2

lim

2

2

2

2

=

+

+

-

=

+

+

-

=

+

+

-

=

¥

®

¥

®

¥

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

k

x

x

x
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Итого, прямая у = х – 4 является наклонной асимптотой.
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Схема исследования функций


Процесс исследования функции состоит из нескольких этапов. Для наиболее полного представления о поведении функции и характере ее графика необходимо отыскать:

1) Область существования функции.

Это понятие включает в себя и область значений и область определения функции.

2) Точки разрыва. (Если они имеются).

3) Интервалы возрастания и убывания.

4) Точки максимума и минимума.

5) Максимальное и минимальное значение функции на ее области определения.

6) Области выпуклости и вогнутости.

7) Точки перегиба.(Если они имеются).

8) Асимптоты.(Если они имеются).

9) Построение графика.

Применение этой схемы рассмотрим на примере.

Пример. Исследовать функцию 
[image: image245.wmf]1
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и построить ее график.

Находим область существования функции. Очевидно, что областью определения функции является область (-(; -1) ( (-1; 1) ( (1; (). 
В свою очередь, видно, что прямые  х = 1, х = -1 являются вертикальными асимптотами кривой.

Областью значений данной функции является интервал (-(; ().

Точками разрыва функции являются точки  х = 1, х = -1.

Находим критические точки.

Найдем производную функции
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Критические точки: x = 0; x = -
[image: image247.wmf]3

; x = 
[image: image248.wmf]3

;  x = -1;  x = 1.

Найдем вторую производную функции
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Определим выпуклость и вогнутость кривой на промежутках.

-( < x < -
[image: image253.wmf]3

,      y(( < 0,  кривая выпуклая

-
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 < x < -1,       y(( < 0,  кривая выпуклая

-1 < x < 0,            y(( > 0,  кривая вогнутая

 0 < x < 1,             y(( < 0,  кривая выпуклая

 1 < x < 
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,         y(( > 0,   кривая вогнутая
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 < x < (,        y(( > 0,   кривая вогнутая

Находим промежутки возрастания и убывания функции. Для этого определяем знаки производной функции на промежутках.

-( < x < -
[image: image257.wmf]3

,      y( > 0, функция возрастает

-
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 < x < -1,       y( < 0,  функция убывает

-1 < x < 0,            y( < 0,  функция убывает

 0 < x < 1,             y( < 0,  функция убывает

 1 < x < 
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,         y( < 0,   функция убывает
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 < x < (,        y(( > 0,   функция возрастает


Видно, что точка х = -
[image: image261.wmf]3

 является точкой максимума, а точка х = 
[image: image262.wmf]3

 является точкой минимума. Значения функции в этих точках равны соответственно -3
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/2 и 3
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/2. 


Про вертикальные асимптоты было уже сказано выше. Теперь найдем наклонные асимптоты.
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Итого, уравнение наклонной асимптоты –     y = x.

Построим график функции:
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При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики”  возможно запустить программу, которая проводит полное исследование функций по приведенной выше схеме. Достаточно ввести функцию, программа выведет подробный отчет о результатах исследования по каждому пункту.


Для запуска программы дважды щелкните по значку:


Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4.
Векторная функция скалярного аргумента.
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Пусть некоторая кривая в пространстве задана параметрически: 

x = ((t);     y = ((t);        z = f(t);

Радиус- вектор произвольной точки кривой: 
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Таким образом, радиус- вектор точки кривой может рассматриваться как некоторая векторная функция скалярного аргумента t. При изменении параметра t изменяется величина и направление вектора 
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Запишем соотношения для некоторой точки t0:
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Тогда вектор 
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Очевидно, что 
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Чтобы найти производную векторной функции скалярного аргумента, рассмотрим приращение радиус- вектора при некотором приращении параметра t.
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или, если существуют производные (((t), (((t), f((t), то
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Это выражение – вектор производная вектора 
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Если имеется уравнение кривой: 

x = ((t);     y = ((t);        z = f(t);

то в произвольной точке кривой А(xА, yА, zА) с радиус- вектором


[image: image291.wmf]k

t

f

j

t

i

t

k

z

j

y

i

x

r

r

r

r

r

r

r

)

(

)

(

)

(

+

y

+

j

=

+

+

=


можно провести прямую с уравнением 
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Т.к. производная 
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Свойства производной векторной функции скалярного аргумента.


1) 
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2) 
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3) 
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4) 
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Уравнение нормальной плоскости к кривой будет иметь вид:
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Пример. Составить уравнения касательной и нормальной плоскости к линии, заданной уравнением  
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  в точке t = (/2.


Уравнения, описывающие кривую, по осям координат имеют вид:

x(t) = cost;       y(t) = sint;      z(t) = 
[image: image301.wmf]t
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Находим значения функций и их производных в заданной точке:

x((t) = -sint;                y((t) = cost;           
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  x(((/2) = -1;               y(((/2) = 0;            z(((/2)= 
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      x((/2) = 0;               y((/2) = 1;            z((/2)= (
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· это уравнение касательной.
Нормальная плоскость имеет уравнение: 
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Параметрическое задание функции.


Исследование и построение графика кривой, которая задана системой уравнений вида:
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производится в общем то аналогично исследованию функции вида y = f(x).

Находим производные:
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Теперь можно найти производную 
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. Далее находятся значения параметра t, при которых хотя бы одна из производных (((t) или (((t) равна нулю или не существует. Такие значения параметра t называются критическими. 


Для каждого интервала (t1, t2), (t2, t3), … , (tk-1, tk) находим соответствующий интервал (x1, x2), (x2, x3), … , (xk-1, xk)  и определяем знак производной 
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 на каждом из полученных интервалов, тем самым определяя промежутки возрастания и убывания функции. 


Далее находим вторую производную функции на каждом из интервалов и, определяя ее знак, находим направление выпуклости кривой в каждой точке.


Для нахождения асимптот находим такие значения t, при приближении к которым или х или у стремится к бесконечности, и такие значения t, при приближении к которым и х и у стремится к бесконечности. 


В остальном исследование производится аналогичным также, как и исследование функции, заданной непосредственно.


На практике исследование параметрически заданных функций осуществляется, например, при нахождении траектории движущегося объекта, где роль параметра t выполняет время.


Ниже рассмотрим подробнее некоторые широко известные типы параметрически заданных кривых.

Уравнения некоторых типов кривых в параметрической

форме.

Окружность.

                                   Если центр окружности находится в          начале координат, то координаты любой ее 

точки могут быть найдены по формулам:                  
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Если исключить параметр t, то получим каноническое уравнение окружности:

x2 + y2 = r2(cos2t + sin2t) = r2
Эллипс.

Каноническое уравнение: 
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 Для произвольной точки эллипса М(х, у) из геометрических соображений можно записать: 
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 из (OCN, где а- большая полуось эллипса, а b- меньшая полуось эллипса, х и у – координаты точки М.


Тогда получаем параметрические уравнения эллипса:
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Угол t называется эксцентрическим углом.

Циклоида.
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Определение. Циклоидой называется кривая, которую описывает некоторая точка, лежащая на окружности, когда окружность без скольжения катится по прямой.

Пусть окружность радиуса а перемещается без скольжения вдоль оси х. Тогда из геометрических соображений можно записать: OB = 
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= at;             PB = MK = asint;

(MCB = t;    Тогда y = MP = KB = CB – CK = a – acost = a(1 – cost).

x = at – asint = a(t – sint).

Итого:  
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Если исключить параметр, то получаем: 
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Как видно, параметрическое уравнение циклоиды намного удобнее в использовании, чем уравнение, непосредственно выражающее одну координату через другую.

Астроида.


Данная кривая представляет собой траекторию точки окружности радиуса a/4, вращающейся без скольжения по внутренней стороне окружности радиуса a.









a/4









     a

Параметрические уравнения, задающие изображенную  выше кривую,
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Преобразуя, получим:  x2/3 + y2/3 = a2/3(cos2t + sin2t) = a2/3
Производная функции, заданной параметрически.


Пусть 
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Предположим, что эти функции имеют производные и функция  x = ((t) имеет обратную функцию t = Ф(х).

Тогда функция у = ((t) может быть рассмотрена как сложная функция y = ([Ф(х)].
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т.к. Ф(х) – обратная функция, то 
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Окончательно получаем: 
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Таким образом, можно находить производную функции, не находя непосредственной зависимости у от х.


Пример. Найти производную функции 
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Способ 1:   Выразим одну переменную через другую 
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Способ 2: Применим параметрическое задание данной кривой: 
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x2 = a2cos2t;        
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Кривизна плоской кривой.
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Определение: Угол ( поворота касательной к кривой при переходе от точки А к точке В называется углом смежности.


Соответственно, более изогнута та кривая, у которой при одинаковой длине больше угол смежности.


Определение: Средней кривизной Кср дуги 
[image: image334.wmf]È

AB

 называется отношение соответствующего угла смежности ( к длине дуги 
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Отметим, что для одной кривой средняя кривизна ее различных частей может быть различной, т.е. данная величина характеризует не кривую целиком, а некоторый ее участок.


Определение: Кривизной дуги в точке КА называется предел средней кривизны при стремлении длины дуги 
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Легко видеть, что если обозначить 
[image: image339.wmf]È
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 = S, то при условии, что угол ( - функция, которая зависит от S и дифференцируема, то
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Определение: Радиусом кривизны кривой называется величина 
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Пусть кривая задана уравнением y = f(x).
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Если ( = ((x) и S = S(x), то 
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В то же время 
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Для дифференциала дуги: 
[image: image346.wmf]2

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

dx

dy

dx

dS

, тогда


[image: image347.wmf](

)

(

)

2

/

3

2

2

2

2

2

2

2

1

/

/

1

/

1

/

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+

+

=

j

=

j

dx

dy

dx

y

d

dx

dy

dx

dy

dx

y

d

dx

dS

dx

d

dS

d


Т.к. 
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Рассмотрим кривую, заданную уравнением: y = f(x).






   A





      C(a, b)

Если построить в точке А кривой нормаль, направленную в сторону выпуклости, то можно отложить отрезок АС = R, где R – радиус кривизны кривой в точке А. Тогда точка С(a, b) называется центром кривизны кривой в точке А. 


Круг радиуса R с центром в точке С называется кругом кривизны.

Очевидно, что в точке А кривизна кривой и кривизна окружности равны.


Можно показать, что координаты центра кривизны могут быть найдены по формулам:
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Определение: Совокупность всех центров кривизны кривой линии образуют новую линию, которая называется эволютой по отношению к данной кривой. По отношению к эволюте исходная кривая называется эвольвентой.


Приведенные выше уравнения, определяющие координаты центров кривизны кривой определяют уравнение эволюты.

Свойства эволюты.


Теорема 1: Нормаль к данной кривой является касательной к ее эволюте.


Теорема 2: Модуль разности радиусов кривизны в любых точках кривой равен модулю длины соответствующей эволюты.
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Надо отметить, что какой – либо эволюте соответствует бесконечное число эвольвент.

Указанные выше свойства можно проиллюстрировать следующим образом: если на эволюту натянута нить, то эвольвента получается как траекторная линия конца нити при ее сматывании или разматывании при условии, что нить находится в натянутом состоянии.


Пример: Найти уравнение эволюты кривой, заданной уравнениями:
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Уравнения эволюты: 
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Окончательно: 
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- это уравнения окружности с центром в начале координат радиуса а. Исходная кривая получается своего рода разверткой окружности.

Ниже приведены графики исходной кривой и ее эволюты.
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Кривизна пространственной кривой.
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      A(x, y, z)
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Для произвольной точки А, находящейся на пространственной кривой, координаты могут быть определены как функции некоторой длины дуги S.

x = ((S);         y = ((S);       z = f(S);
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Приведенное выше уравнение называют векторным уравнением линии в пространстве.


Определение: Линия, которую опишет в пространстве переменный радиус – вектор 
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 - вектор, направленный по касательной к кривой в точке А(x, y, z).

Но т.к. 
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 - единичный вектор, направленный по касательной.

Если принять 
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Причем 
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Рассмотрим вторую производную 
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Определение: Прямая, имеющая направление вектора 
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называется главной нормалью к кривой. Ее единичный вектор обозначается 
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Кривизна пространственной кривой может быть найдена по формуле:
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Возможна и другая запись формулы для кривизны пространственной кривой (она получается из приведенной выше формулы):
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Определение: Вектор 
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 называется радиусом кривизны.
О формулах Френе.


Формулами Френе называются соотношения:
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[image: image382.wmf];
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Последняя формула получена из двух первых.

В этих формулах:
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 - единичный вектор главной нормали к кривой,
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R – радиус кривизны кривой 
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Т – радиус кручения кривой.


Определение: Плоскость, проходящая через касательную и главную нормаль к кривой в точке А называется соприкасающейся плоскостью.

Определение: Нормаль к кривой, перпендикулярная к соприкасающейся плоскости, называется бинормалью. Ее единичный вектор- 
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Величина 
[image: image388.wmf]T
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 называется кручением кривой.


Ниже рассмотрим несколько примеров исследования методами дифференциального исчисления различных типов функций.


Пример: Методами дифференциального исчисления исследовать функцию 
[image: image389.wmf]3
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 и построить ее график.

1. Областью определения данной функции являются все действительные числа (-(; ().

2. Функция является функцией общего вида в смысле четности и нечетности.

3. Точки пересечения с координатными осями: c осью Оу: x = 0; y = 1;







         с осью Ох: y = 0; x = 1;

4. Точки разрыва и асимптоты: Вертикальных асимптот нет.

Наклонные асимптоты: общее уравнение y = kx + b;
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Итого: у = -х – наклонная асимптота.

5. Возрастание и убывание функции, точки экстремума.
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. Видно, что у(( 0 при любом х ( 0, следовательно, функция убывает на всей области определения и не имеет экстремумов. В точке х = 0 первая производная функции равна нулю, однако в этой точке убывание не сменяется на возрастание, следовательно, в точке х = 0 функция скорее всего имеет перегиб. Для нахождения точек перегиба, находим вторую производную функции.
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   y(( = 0 при х =0 и y(( = ( при х = 1.

Точки (0,1) и (1,0) являются точками перегиба, т.к. y(((1-h) < 0; y(((1+h) >0; y(((-h) > 0; y(((h) < 0 для любого h > 0.
6. Построим график функции.
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Пример: Исследовать функцию 
[image: image395.wmf]2
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 и построить ее график.

1. Областью определения функции являются все значения х, кроме х = 0.

2. Функция является функцией общего вида в смысле четности и нечетности.

3. Точки пересечения с координатными осями: c осью Ох: y = 0; x = 
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         с осью Оу: x = 0; y – не существует.

4. Точка х = 0 является точкой разрыва 
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, следовательно, прямая х = 0 является вертикальной асимптотой.

Наклонные асимптоты ищем в виде: y = kx + b.
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[image: image399.wmf].
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Наклонная асимптота у = х. 

5. Находим точки экстремума функции.
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y( > 0 при х ( (-(, 0) – функция возрастает,  

y( < 0 при х ( (0, 2) – функция убывает,

у( > 0 при х ( (2,  () – функция возрастает.

Таким образом, точка (2, 3) является точкой минимума.

Для определения характера выпуклости/вогнутости функции находим вторую производную.
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 > 0 при любом х ( 0, следовательно, функция, вогнутая на всей области определения.

6. Построим график функции.
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Пример: Исследовать функцию 
[image: image403.wmf]3
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 и построить ее график.

1. Областью определения данной функции является промежуток х ( (-(, ().

2. В смысле четности и нечетности функция является функцией общего вида.

3. Точки пересечения с осями координат: с осью Оу: x = 0, y = 0;
 с осью Ох: y = 0, x = 0, x = 1.
4. Асимптоты кривой.

Вертикальных асимптот нет.

Попробуем найти наклонные асимптоты в виде y = kx + b.
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 - наклонных асимптот не существует.

5. Находим точки экстремума.
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Для нахождения критических точек следует решить уравнение   4х3 – 9х2 +6х –1  = 0.

Для этого разложим данный многочлен третьей степени на множители.

Подбором можно определить, что одним из корней этого уравнения является число

х = 1. Тогда:

                                                     4x3 – 9x2 + 6x – 1   x - 1




            (   4x3 – 4x2                4x2 – 5x + 1

                                                           - 5x2 + 6x
                                                     (    - 5x2 + 5x


                                                 x - 1




                               (    x - 1






                  0

Тогда можно записать (х – 1)(4х2 – 5х + 1) = 0. Окончательно получаем две критические точки: x = 1 и x = ¼.

Примечание. Операции деления многочленов можно было избежать, если при нахождении производной воспользоваться формулой производной произведения:
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Найдем вторую производную функции: 12x2 – 18x + 6. Приравнивая к нулю, находим:

x = 1, x = ½. 

Систематизируем полученную информацию в таблице:

	
	     (-( ; ¼)
	1/4
	      ( ¼ ; ½)  
	1/2
	( ½  ; 1 )
	  1
	  (1 ; ()

	f(((x)  
	          +
	 +
	           +
	  0
	        -
	  0
	       +

	f((x)
	           -
	 0
	           +
	  +
	       +
	  0
	       +

	f(x)
	убывает

вып.вниз
	min
	возрастает

вып.вниз
	перегиб
	возрастает

вып.вверх
	перегиб
	возрастает

вып. вниз


6. Построим график функции.
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Интегральное исчисление.

Первообразная функция.


Определение: Функция F(x) называется первообразной функцией  функции f(x) на отрезке [a, b], если в любой точке этого отрезка верно равенство:

F((x) = f(x).


Надо отметить, что первообразных для одной и той же функции может быть бесконечно много. Они будут отличаться друг от друга на некоторое постоянное число.

F1(x) = F2(x) + C.

Неопределенный интеграл.


Определение: Неопределенным интегралом функции f(x) называется совокупность первообразных функций, которые определены соотношением:

F(x) + C.

Записывают: 
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Условием существования неопределенного интеграла на некотором отрезке является непрерывность функции на этом отрезке.


Свойства:
1. 
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2. 
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4. 
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 где u, v, w – некоторые функции от х.

6. 
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Пример: 
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Нахождение значения неопределенного интеграла связано главным образом с нахождением первообразной функции. Для некоторых функций это достаточно сложная задача. Ниже будут рассмотрены способы нахождения неопределенных интегралов для основных классов функций – рациональных, иррациональных, тригонометрических, показательных и др.


Для удобства значения неопределенных интегралов большинства элементарных функций собраны в специальные таблицы интегралов, которые бывают иногда весьма объемными. В них включены различные наиболее часто встречающиеся комбинации функций. Но большинство представленных в этих таблицах формул являются следствиями друг друга, поэтому ниже приведем таблицу основных интегралов, с помощью которой можно получить значения неопределенных интегралов различных функций.

	        Интеграл
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Методы интегрирования.


Рассмотрим три основных метода интегрирования.

Непосредственное интегрирование.


Метод непосредственного интегрирования основан на предположении о возможном значении первообразной функции с дальнейшей проверкой этого значения дифференцированием. Вообще, заметим, что дифференцирование является мощным инструментом проверки результатов интегрирования.


Рассмотрим применение этого метода на примере:

Требуется найти значение интеграла 
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. Таким образом, окончательно можно сделать вывод:
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Заметим, что в отличие от дифференцирования, где для нахождения производной использовались четкие приемы и методы, правила нахождения производной, наконец определение производной, для интегрирования такие методы недоступны. Если при нахождении производной мы пользовались, так сказать, конструктивными методами, которые, базируясь на определенных правилах, приводили к результату, то при нахождении первообразной приходится  в основном опираться на знания таблиц производных и первообразных.


Что касается метода непосредственного интегрирования, то он применим только для некоторых весьма ограниченных классов функций. Функций, для которых можно с ходу найти первообразную очень мало. Поэтому в большинстве случаев применяются способы, описанные ниже.

Способ подстановки (замены переменных).


Теорема: Если требуется найти интеграл 
[image: image445.wmf]ò
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Доказательство: Продифференцируем предлагаемое равенство:
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По рассмотренному выше свойству №2 неопределенного интеграла:

f(x)dx = f[((t)](((t)dt
что с учетом введенных обозначений и является исходным предположением. Теорема доказана.


Пример. Найти неопределенный интеграл 
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Сделаем замену t = sinx, dt = cosxdt.
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Пример. 
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Замена 
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Ниже будут рассмотрены другие примеры применения метода подстановки для различных типов функций.

Интегрирование по частям.


Способ основан на известной формуле производной произведения:

(uv)( = u(v + v(u
где u и v – некоторые функции от х.

В дифференциальной форме: d(uv) = udv + vdu
Проинтегрировав, получаем: 
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, а в соответствии с приведенными выше свойствами неопределенного интеграла:
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Получили формулу интегрирования по частям, которая позволяет находить интегралы многих элементарных функций.


Пример. 
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Как видно, последовательное применение формулы интегрирования по частям позволяет постепенно упростить функцию и привести интеграл к табличному.


Пример. 
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Видно, что в результате повторного применения интегрирования по частям функцию не удалось упростить к табличному виду. Однако, последний полученный интеграл ничем не отличается от исходного. Поэтому перенесем его в левую часть равенства.
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Таким образом, интеграл найден вообще без применения таблиц интегралов.


Прежде чем рассмотреть подробно методы интегрирования различных классов функций, приведем еще несколько примеров нахождения неопределенных интегралов приведением их к табличным.


Пример. 
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Пример.
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Пример.


[image: image464.wmf]{

}

ò

ò

ò

=

+

-

=

=

=

=

=

=

-

-

-

C

t

dt

t

xdx

dt

t

x

xdx

x

dx

x

x

2

/

1

2

/

3

2

/

3

3

2

cos

;

sin

cos

sin

sin

cos




 EMBED Equation.3  
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Пример.
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Пример.
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Пример.
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Пример.
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Пример.


[image: image470.wmf]{

}

.

;

2

sin

sin

cos

2

;

2

sin

2

2

2

2

2

cos

cos

cos

cos

cos

C

e

C

t

dt

dx

e

x

x

x

e

dt

e

t

xdx

e

x

x

x

x

x

+

-

=

=

+

-

=

-

=

×

-

=

×

-

=

=

=

ò

ò


Пример.
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Пример.
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Интегрирование элементарных дробей.


Определение: Элементарными называются дроби следующих четырех типов:

                                            I. 
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m, n – натуральные числа (m ( 2, n ( 2) и b2 – 4ac <0.


Первые два типа интегралов от элементарных дробей довольно просто приводятся к табличным подстановкой t = ax + b.
I. 
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II.       
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Рассмотрим метод интегрирования элементарных дробей вида III.
Интеграл дроби вида III может быть представлен в виде:
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Здесь в общем виде показано приведение интеграла дроби вида III к двум табличным интегралам.

Рассмотрим применение указанной выше формулы на примерах.


Пример.
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Вообще говоря, если у трехчлена ax2 + bx + c выражение b2 – 4ac >0, то дробь по определению не является элементарной, однако, тем не менее ее можно интегрировать указанным выше способом.


Пример.
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Пример.
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Рассмотрим теперь методы интегрирования простейших дробей IV типа.

Сначала рассмотрим частный случай при М = 0, N = 1.

Тогда интеграл вида 
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 можно путем выделения в знаменателе полного квадрата представить в виде 
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Второй интеграл, входящий в это равенство, будем брать по частям.

Обозначим: 
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Для исходного интеграла получаем:
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Полученная формула называется рекуррентной. Если применить ее n-1 раз, то получится табличный интеграл 
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Вернемся теперь к интегралу от элементарной дроби вида IV в общем случае.
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В полученном равенстве первый интеграл с помощью подстановки t = u2 + s приводится к табличному 
[image: image492.wmf]ò
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, а ко второму интегралу применяется рассмотренная выше рекуррентная формула.


Несмотря на кажущуюся сложность интегрирования элементарной дроби вида IV, на практике его достаточно легко применять для дробей с небольшой степенью n, а универсальность и общность подхода делает возможным очень простую реализацию этого метода на ЭВМ.


Пример: 
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Интегрирование рациональных функций.

Интегрирование рациональных дробей.


Для того, чтобы проинтегрировать рациональную дробь необходимо разложить ее на элементарные дроби.


Теорема: Если 
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где Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si – некоторые постоянные величины.


При интегрировании рациональных дробей прибегают к разложению исходной дроби на элементарные. Для нахождения величин Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si применяют так называемый метод неопределенных коэффициентов, суть которого состоит в том, что для того, чтобы два многочлена были тождественно равны, необходимо и достаточно, чтобы были равны коэффициенты при одинаковых степенях х. 


Применение этого метода рассмотрим на конкретном примере.


Пример.
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Т.к.  (
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Приводя к общему знаменателю и приравнивая соответствующие числители, получаем:
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Итого:
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Пример.
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                Т.к. дробь неправильная, то предварительно следует выделить у нее целую часть:

6x5 – 8x4 – 25x3 + 20x2 – 76x – 7          3x3 – 4x2 – 17x + 6

                            6x5 – 8x4 – 34x3 + 12x2                          2x2 + 3

                                                 9x3 + 8x2 – 76x - 7

                                                  9x3 – 12x2 – 51x +18

                                                           20x2 – 25x – 25
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Разложим знаменатель полученной дроби на множители. Видно, что при х = 3 знаменатель дроби превращается в ноль. Тогда:

                                               3x3 – 4x2 – 17x + 6          x - 3




           3x3 – 9x2                          3x2 + 5x - 2 





        5x2 – 17x




        5x2 – 15x




                - 2x + 6





                 -2x + 6

       




              0

Таким образом    3x3 – 4x2 – 17x + 6 = (x – 3)(3x2 + 5x – 2) = (x – 3)(x + 2 )(3x – 1). Тогда:
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Для того, чтобы избежать при нахождении неопределенных коэффициентов раскрытия скобок, группировки и решения системы уравнений (которая в некоторых случаях может оказаться достаточно большой) применяют так называемый метод произвольных значений. Суть метода состоит в том, что в полученное выше выражение подставляются поочередно несколько (по числу неопределенных коэффициентов) произвольных значений х. Для упрощения вычислений принято в качестве произвольных значений принимать точки, при которых знаменатель дроби равен нулю, т.е. в нашем случае – 3, -2, 1/3. Получаем:
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Окончательно получаем:
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Найдем неопределенные коэффициенты:
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Тогда значение заданного интеграла:
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Интегрирование некоторых тригонометрических

функций.


Интегралов от тригонометрических функций может быть бесконечно много. Большинство из этих интегралов вообще нельзя вычислить аналитически, поэтому рассмотрим некоторые главнейшие типы функций, которые могут быть проинтегрированы всегда.

Интеграл вида 
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Здесь R – обозначение некоторой рациональной функции от переменных sinx и cosx.

Интегралы этого вида вычисляются с помощью подстановки 
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. Эта подстановка позволяет преобразовать тригонометрическую функцию в рациональную.
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Тогда  
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Таким образом: 
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Описанное выше преобразование называется универсальной тригонометрической подстановкой.


Пример.
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Несомненным достоинством этой подстановки является то, что с ее помощью всегда можно преобразовать тригонометрическую функцию в рациональную и вычислить соответствующий интеграл. К недостаткам можно отнести то, что при преобразовании может получиться достаточно сложная рациональная функция, интегрирование которой займет много времени и сил.


Однако при невозможности применить более рациональную замену переменной этот метод является единственно результативным.


Пример.
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Интеграл вида 
[image: image535.wmf]ò
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   если

функция R  является нечетной относительно cosx.

Несмотря на возможность вычисления такого интеграла с помощью универсальной тригонометрической подстановки, рациональнее применить подстановку t = sinx.
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Функция 
[image: image537.wmf]x

x

x

R

cos

)

cos

,

(sin

 может содержать cosx только в четных степенях, а следовательно, может быть преобразована в рациональную функцию относительно sinx.


[image: image538.wmf].

)

(

cos

)

(sin

)

cos

,

(sin

ò

ò

ò

=

=

dt

t

r

xdx

x

r

dx

x

x

R



Пример.
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Вообще говоря, для применения этого метода необходима только нечетность функции относительно косинуса, а степень синуса, входящего в функцию может быть любой, как целой, так и дробной.

Интеграл вида 
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   если

функция R  является нечетной относительно sinx.

По аналогии с рассмотренным выше случаем делается подстановка t = cosx.
Тогда 
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Пример.
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Интеграл вида 
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функция R четная относительно sinx и cosx.


Для преобразования функции R в рациональную используется подстановка 
t = tgx.

Тогда 
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Пример.
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Интеграл произведения синусов и косинусов

различных аргументов.

В зависимости от типа произведения применятся одна из трех формул:
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Пример.
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Пример.
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Иногда при интегрировании тригонометрических функций удобно использовать общеизвестные тригонометрические формулы для понижения порядка функций.


Пример.


[image: image551.wmf]C

x

ctg

x

dx

x

dctg

x

dx

x

x

dx

+

-

=

þ

ý

ü

î

í

ì

-

=

=

=

ò

ò

2

2

sin

2

2

2

sin

4

cos

sin

2

2

2

2



Пример.
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Иногда применяются некоторые нестандартные приемы.


Пример.
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Итого     
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Интегрирование некоторых иррациональных функций.

Далеко не каждая иррациональная функция может иметь интеграл, выраженный элементарными функциями. Для нахождения интеграла от иррациональной функции следует применить подстановку, которая позволит преобразовать функцию в рациональную, интеграл от которой может быть найден как известно всегда. 

Рассмотрим некоторые приемы для интегрирования различных типов иррациональных функций.

Интеграл вида 
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где n- натуральное число.


С помощью подстановки 
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Тогда 
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Пример.
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Если в состав иррациональной функции входят корни различных степеней, то в качестве новой переменной рационально взять корень степени, равной наименьшему общему кратному степеней корней, входящих в выражение.


Проиллюстрируем это на примере.


Пример.
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Интегрирование биноминальных дифференциалов.

Определение: Биноминальным дифференциалом называется выражение

xm(a + bxn)pdx
где m, n, и p – рациональные числа.


Как было доказано академиком Чебышевым П.Л. (1821-1894), интеграл от биноминального дифференциала может быть выражен через элементарные функции только в следующих трех случаях:

1) Если р – целое число, то интеграл рационализируется с помощью подстановки 
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2) Если  
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  - целое число, то интеграл рационализируется подстановкой
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3) Если 
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 - целое число, то используется подстановка 
[image: image567.wmf]s

n

n

x

bx

a

t

+

=

, где s – знаменатель числа р.


Однако, наибольшее практическое значение имеют интегралы от функций, рациональных относительно аргумента и квадратного корня из квадратного трехчлена.


На рассмотрении этих интегралов остановимся более подробно.

Интегралы вида 
[image: image568.wmf](
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Существует несколько способов интегрирования такого рода функций. В зависимости от вида выражения, стоящего под знаком радикала, предпочтительно применять тот или иной способ. 


Как известно, квадратный трехчлен путем выделения полного квадрата может быть приведен к виду: 
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Таким образом, интеграл приводится к одному из трех типов:

1) 
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1 способ.   Тригонометрическая подстановка.


Теорема: Интеграл вида 
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 сводится к интегралу от рациональной функции относительно sint или cost.

Пример:
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Теорема: Интеграл вида 
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 сводится к интегралу от рациональной функции относительно sint и cost.


Пример:
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Теорема: Интеграл вида 
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 сводится к интегралу от рациональной функции относительно sint или cost.

Пример:


[image: image584.wmf].

2

arccos

32

1

4

16

1

)

4

(

12

1

4

2

32

32

1

96

1

1

sin

1

32

1

96

1

32

1

)

(

32

1

1

sin

1

32

1

32

1

2

2

cos

cos

sin

2

;

2

4

;

cos

sin

2

;

cos

2

)

4

(

2

2

/

3

2

2

3

2

3

2

2

2

2

4

5

5

2

2

2

2

/

5

2

C

x

x

x

x

ctgt

C

t

ctgt

t

ctg

dt

t

t

ctg

tdt

ctg

ctgt

td

ctg

dt

t

t

ctg

tdt

ctg

t

tg

t

tdt

t

tgt

x

dt

t

t

dx

t

x

x

x

dx

+

+

+

-

+

-

-

=

þ

ý

ü

î

í

ì

-

=

=

+

+

+

-

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

=

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

=

=

×

×

=

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

=

-

=

=

=

-

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò


2 способ. Подстановки Эйлера. (1707-1783)

1) Если а>0, то интеграл вида 
[image: image585.wmf]ò
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2) Если a<0 и c>0, то интеграл вида 
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3) Если a<0 , а подкоренное выражение раскладывается на действительные множители a(x – x1)(x – x2), то интеграл вида 
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Отметим, что подстановки Эйлера неудобны для практического использования,

т.к. даже при несложных подинтегральных функциях приводят к весьма громоздким вычислениям. Эти подстановки представляют скорее теоретический интерес.

3 способ. Метод неопределенных коэффициентов.

Рассмотрим интегралы следующих трех типов:
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где P(x) – многочлен, n – натуральное число.

Причем интегралы II и III типов могут быть легко приведены к виду интеграла I типа.


Далее делается следующее преобразование:
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в этом выражении Q(x)- некоторый многочлен, степень которого ниже степени многочлена P(x), а ( - некоторая постоянная величина.


Для нахождения неопределенных коэффициентов многочлена Q(x), степень которого ниже степени многочлена P(x), дифференцируют обе части полученного выражения, затем умножают на 
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 и, сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, определяют ( и коэффициенты многочлена Q(x).

Данный метод выгодно применять, если степень многочлена Р(х) больше единицы. В противном случае можно успешно использовать методы интегрирования рациональных дробей, рассмотренные выше, т.к. линейная функция является производной подкоренного выражения.


Пример.
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  Теперь продифференцируем полученное выражение, умножим на 
[image: image595.wmf]c

bx

ax

+

+

2

 и сгруппируем коэффициенты при одинаковых степенях х.
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Итого 
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Пример.
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 EMBED Equation.3  [image: image612.wmf].
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Пример.
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Второй способ решения того же самого примера.
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С учетом того, что функции arcsin и arccos связаны соотношением 
[image: image620.wmf]x
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, а постоянная интегрирования С – произвольное число, ответы, полученные различными методами, совпадают.


Как видно, при интегрировании иррациональных функций возможно применять различные рассмотренные выше приемы. Выбор метода интегрирования обуславливается в основном наибольшим удобством, очевидностью применения того или иного метода, а также сложностью вычислений и преобразований.

Пример.
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Несколько примеров интегралов, не выражающихся через

элементарные функции. 


К таким интегралам относится интеграл вида 
[image: image622.wmf]ò
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, где Р(х)- многочлен степени выше второй. Эти интегралы называются эллиптическими. 


Если степень многочлена Р(х) выше четвертой, то интеграл называется ультраэллиптическим.

Если все – таки интеграл такого вида выражается через элементарные функции, то он называется псевдоэллиптическим.

Не могут быть выражены через элементарные функции следующие интегралы:

1) 
[image: image623.wmf]ò
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 - интеграл Пуассона ( Симеон Дени Пуассон – французский математик (1781-1840))

2) 
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 - интегралы Френеля (Жан Огюстен Френель – французский ученый (1788-1827) - теория волновой оптики и др.)

3) 
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 - интегральный логарифм

4) 
[image: image626.wmf]ò
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 - приводится к интегральному логарифму

5) 
[image: image627.wmf]ò
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 - интегральный синус

6) 
[image: image628.wmf]dx
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 - интегральный косинус

Определенный интеграл.


Пусть на отрезке [a, b] задана непрерывная функция f(x).




         y



       M



         m



          0       a                     xi                        b                x 


Обозначим m и M наименьшее и наибольшее значение функции на отрезке [a, b] 

Разобьем отрезок [a, b] на части (не обязательно одинаковые) n точками.

x0 < x1 < x2 < … < xn
Тогда x1 – x0 = (x1, x2 – x1 = (x2, … ,xn – xn-1  = (xn;

На каждом из полученных отрезков найдем наименьшее и наибольшее значение функции.

[x0, x1] ( m1, M1;   [x1, x2] ( m2, M2;  …   [xn-1, xn] ( mn, Mn.


Составим суммы: 
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n = m1(x1 + m2(x2 +  … +mn(xn = 
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[image: image631.wmf]S

n = M1(x1 + M2(x2 + … + Mn(xn = 
[image: image632.wmf]å

=

D

n

i

i

i

x

M

1



Сумма 
[image: image633.wmf]S

 называется нижней интегральной суммой, а сумма 
[image: image634.wmf]S

 – верхней интегральной суммой.

Т.к. mi ( Mi, то 
[image: image635.wmf]S

n ( 
[image: image636.wmf]S

n,    а    m(b – a) ( 
[image: image637.wmf]S

n ( 
[image: image638.wmf]S

n ( M(b – a)


Внутри каждого отрезка выберем некоторую точку (.

x0 < (1 < x1,     x1 < ( <  x2,  …  , xn-1 < ( < xn.

Найдем значения функции в этих точках и составим выражение, которое называется интегральной суммой для функции f(x) на отрезке [a, b].

Sn = f((1)(x1 +  f((2)(x2 + … + f((n)(xn = 
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Тогда можно записать: mi(xi ( f((i)(xi ( Mi(xi

Следовательно, 
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Геометрически это представляется следующим образом: график функции f(x) ограничен сверху описанной ломаной линией, а снизу – вписанной ломаной.


Обозначим max(xi – наибольший отрезок разбиения, а min(xi – наименьший. Если max(xi( 0, то число отрезков разбиения отрезка [a, b] стремится к бесконечности.

Если 
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Определение: Если при любых разбиениях отрезка [a, b] таких, что max(xi( 0 и произвольном выборе точек (i интегральная сумма 
[image: image644.wmf]å
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 стремится к пределу S, который называется определенным интегралом от f(x) на отрезке [a, b].

Обозначение : 
[image: image645.wmf].
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а – нижний предел, b – верхний предел, х – переменная интегрирования, [a, b] – отрезок интегрирования.


Определение: Если для функции f(x) существует предел 
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 EMBED Equation.3  [image: image647.wmf],
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 то функция называется интегрируемой на отрезке [a, b].

Также верны утверждения: 
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Теорема: Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], то она интегрируема на этом отрезке.

Свойства определенного интеграла.
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4) Если f(x) ( ((x) на отрезке [a, b]  a < b, то
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5) Если m и M – соответственно наименьшее и наибольшее значения функции f(x) на отрезке [a, b], то: 
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6) Теорема о среднем. Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], то на этом отрезке существует точка ( такая, что
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Доказательство:  В соответствии со свойством 5:
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т.к. функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], то она принимает на этом отрезке все значения от m до М. Другими словами, существует такое число (( [a, b], что если 
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7) Для произвольных чисел a, b, c справедливо равенство:
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Разумеется, это равенство выполняется, если существует каждый из входящих в него интегралов.
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Обобщенная теорема о среднем. Если функции f(x) и ((x) непрерывны на отрезке [a, b], и функция ((х) знакопостоянна на нем, то на этом отрезке существует точка (, такая, что 


[image: image661.wmf]ò

ò

j

e

=

j

b

a

b

a

dx

x

f

dx

x

x

f

)

(

)

(

)

(

)

(


Вычисление определенного интеграла.


Пусть в интеграле 
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 нижний предел а = const, а верхний предел b изменяется. Очевидно, что если изменяется верхний предел, то изменяется и значение интеграла.


Обозначим 
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 = Ф(х).  Найдем производную функции Ф(х) по переменному верхнему пределу х.
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Аналогичную теорему можно доказать для случая переменного нижнего предела.


Теорема: Для всякой функции f(x), непрерывной на отрезке [a, b], существует на этом отрезке первообразная, а значит, существует неопределенный интеграл.


Теорема: (Теорема Ньютона – Лейбница)


Если функция F(x) – какая- либо первообразная от непрерывной функции f(x), то
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это выражение известно под названием формулы Ньютона – Лейбница.


Доказательство: Пусть F(x) – первообразная функции f(x). Тогда в соответствии с приведенной выше теоремой, функция 
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 - первообразная функция от f(x). Но т.к. функция может иметь бесконечно много первообразных, которые будут отличаться друг от друга только на какое – то постоянное число С, то
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при соответствующем выборе С это равенство справедливо для любого х, т.е. при х = а:
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Тогда 
[image: image671.wmf])

(

)

(

)

(

a

F

x

F

dt

t

f

x

a

-

=

ò

.

А при х = b: 
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Заменив переменную t на переменную х, получаем формулу Ньютона – Лейбница:
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Теорема доказана.

Иногда применяют обозначение F(b) – F(a) = F(x)
[image: image674.wmf]b
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Формула Ньютона – Лейбница представляет собой общий подход к нахождению определенных интегралов.


Что касается приемов вычисления определенных интегралов, то они практически ничем не отличаются от всех тех приемов и методов, которые были рассмотрены выше при нахождении неопределенных интегралов.


Точно так же применяются методы подстановки (замены переменной), метод интегрирования по частям, те же приемы нахождения первообразных для тригонометрических, иррациональных и трансцендентных функций. Особенностью является только то, что при применении этих приемов надо распространять преобразование не только на подинтегральную функцию, но и на пределы интегрирования. Заменяя переменную интегрирования, не забыть изменить соответственно пределы интегрирования.

Замена переменных.


Пусть задан интеграл 
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, где f(x) – непрерывная функция на отрезке [a, b].
Введем новую переменную в соответствии с формулой x = ((t).

 
Тогда если 

1) ((()  = а,   ((() = b
2) ((t) и (((t) непрерывны на отрезке [(, (]

3) f(((t)) определена на отрезке [(, (], то
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Тогда 
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Пример.
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При замене переменной в определенном интеграле следует помнить о том, что вводимая функция (в рассмотренном примере это функция sin) должна быть непрерывна на отрезке интегрирования. В противном случае формальное применение формулы приводит к абсурду.


Пример.
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, с другой стороны, если применить тригонометрическую подстановку,
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Т.е. два способа нахождения интеграла дают различные результаты. Это произошло из-за того, что не был учтен тот факт, что введенная переменная tgx имеет на отрезке интегрирования разрыв (в точке х = (/2). Поэтому в данном случае такая подстановка неприменима. При замене переменной в определенном интеграле следует внимательно следить за выполнением перечисленных выше условий.

Интегрирование по частям.


Если функции u = ((x) и v = ((x) непрерывны на отрезке [a, b], а также непрерывны на этом отрезке их производные, то справедлива формула интегрирования по частям:
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Вывод этой формулы абсолютно аналогичен выводу формулы интегрирования по частям для неопределенного интеграла, который был весьма подробно рассмотрен выше, поэтому здесь приводить его нет смысла.

Приближенное вычисление определенного интеграла.


Как было сказано выше, существует огромное количество функций, интеграл от которых не может быть выражен через элементарные функции. Для нахождения интегралов от подобных функций применяются разнообразные приближенные методы, суть которых заключается в том, что подинтегральная функция заменяется “близкой” к ней функцией, интеграл от которой выражается через элементарные функции.

Формула прямоугольников.


Если известны значения функции f(x) в некоторых точках x0, x1, … , xm, то в качестве функции “близкой” к f(x) можно взять многочлен Р(х) степени не выше m, значения которого в выбранных точках равны значениям функции f(x) в этих точках.
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Если разбить отрезок интегрирования на n равных частей 
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                               y1(x + y2(x + … + yn(x
Это соответственно нижняя и верхняя интегральные суммы. Первая соответствует вписанной ломаной, вторая – описанной.


Тогда 
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 - любая из этих формул может применяться для приближенного вычисления определенного интеграла и называется общей формулой прямоугольников.
Формула трапеций.







Эта формула является более точной по

         у                                                              сравнению с формулой прямоугольников.






Подинтегральная функция в этом случае







заменяется на вписанную ломаную.

                  y1       у2                   уn
                   a     x1    x2            b              x

Геометрически площадь криволинейной трапеции заменяется суммой площадей вписанных трапеций. Очевидно, что чем больше взять точек n разбиения интервала, тем с большей точностью будет вычислен интеграл.


Площади вписанных трапеций вычисляются по формулам:
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После приведения подобных слагаемых получаем формулу трапеций:
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Формула парабол 

(формула Симпсона или квадратурная формула).

(Томас Симпсон (1710-1761)- английский математик)


Разделим отрезок интегрирования [a, b] на четное число отрезков (2m). Площадь криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции f(x) заменим на площадь криволинейной трапеции, ограниченной параболой второй степени с осью симметрии, параллельной оси Оу и проходящей через точки кривой, со значениями f(x0), f(x1), f(x2).


Для каждой пары отрезков построим такую параболу.





у

                                                 0    х0    х1      х2    х3       х4                       х  




Уравнения этих парабол имеют вид Ax2 + Bx + C, где коэффициенты А, В, С могут быть легко найдены по трем точкам пересечения параболы с исходной кривой.
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Обозначим 
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Если принять х0 = -h, x1 = 0, x2 = h, то 
[image: image692.wmf])
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Тогда уравнения значений функции (1) имеют вид:         
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C учетом этого: 
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Отсюда уравнение (2) примет вид:       
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Тогда 
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Складывая эти выражения, получаем формулу Симпсона:
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Чем больше взять число m, тем более точное значение интеграла будет получено.


Пример. Вычислить приближенное значение определенного интеграла 
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 с помощью формулы Симпсона, разбив отрезок интегрирования на 10 частей.


По формуле Симпсона получим:
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	15.232
	18.947
	22.978
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Точное значение этого интеграла – 91.173.


Как видно, даже при сравнительно большом шаге разбиения точность полученного результата вполне удовлетворительная.


Для сравнения применим к этой же задаче формулу трапеций.
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Формула трапеций дала менее точный результат по сравнению с формулой Симпсона.


При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” возможно запустить программу, которая вычисляет любой определенный интеграл  всеми рассмотренными выше методами.


Для запуска программы дважды щелкните на значке

Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4.

Кроме вышеперечисленных способов, можно вычислить значение определенного интеграла с помощью разложения подинтегральной функции в степенной ряд. 


Принцип этого метода состоит в том, чтобы заменить подинтегральную функцию по формуле Тейлора и почленно проинтегрировать полученную сумму.

Пример. С точностью до 0,001 вычислить интеграл 
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Т.к. интегрирование производится в окрестности точки х=0, то можно воспользоваться для разложения подинтегральной функции формулой Маклорена.

Разложение функции cosx имеет вид:
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Зная разложение функции cosх легко найти функцию 1 – cosx:
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В этой формуле суммирование производится по п от 1 до бесконечности, а в предыдущей – от 0 до бесконечности. Это – не ошибка, так получается в результате преобразования.

Теперь представим в виде ряда подинтегральное выражение.
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Теперь представим наш интеграл в виде:
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В следующем действии будет применена теорема о почленном интегрировании ряда. (Т.е. интеграл от суммы будет представлен в виде суммы интегралов членов ряда).

Вообще говоря, со строго теоретической точки зрения для применения этой теоремы надо доказать, что ряд сходится и, более того, сходится равномерно на отрезке интегрирования [0, 0,5]. Эти вопросы будут подробно рассмотрены позже (См. Действия со степенными рядами.) Отметим лишь, что в нашем случае подобное действие справедливо  хотя бы по свойствам определенного интеграла (интеграл от суммы равен сумме интегралов).


Итак:
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Итого, получаем:
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Как видно,  абсолютная величина членов ряда очень быстро уменьшается, и требуемая точность достигается уже при третьем члене разложения.

Для справки: Точное (вернее – более точное) значение этого интеграла: 0,2482725418…


При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” возможно запустить программу, которая вычисляет любой определенный интеграл с помощбю степенных рядов и выводит подробный отчет о ходе решения.


Для запуска программы дважды щелкните на значке

Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4.
Несобственные интегралы.


Пусть функция f(x) определена и непрерывна на интервале [a, (). Тогда она непрерывна на любом отрезке [a, b].

Определение: Если существует конечный предел 
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, то этот предел называется несобственным интегралом от функции f(x) на интервале [a, ().


Обозначение: 
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Если этот предел существует и конечен, то говорят, что несобственный интеграл сходится.


Если предел не существует или бесконечен, то несобственный интеграл расходится.


Аналогичные рассуждения можно привести для несобственных интегралов вида:
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Конечно, эти утверждения справедливы, если входящие в них интегралы существуют.


Пример.
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Несобственный интеграл расходится.


Пример.
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Теорема: Если для всех х (x ( a) выполняется условие 
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Теорема: Если для всех х (x ( a) выполняется условие 
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Теорема: Если 
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В этом случае интеграл 
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 называется абсолютно сходящимся.

Интеграл от разрывной функции.


Если в точке х = с функция либо неопределена, либо разрывна, то
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Если интеграл 
[image: image727.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

 существует, то интеграл 
[image: image728.wmf]ò

c

a

dx

x

f

)

(

 - сходится, если интеграл 
[image: image729.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

 не существует, то 
[image: image730.wmf]ò

c

a

dx

x

f

)

(

 - расходится.


Если в точке х = а функция терпит разрыв, то 
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Если функция f(x) имеет разрыв в точке b на промежутке [a, с], то
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Таких точек внутри отрезка может быть несколько.

Если сходятся все интегралы, входящие в сумму, то сходится и суммарный интеграл.

Геометрические приложения определенного интеграла.

Вычисление площадей плоских фигур.


у





 +

 +



             0    a                  -              b                      x  


Известно, что определенный интеграл на отрезке представляет собой площадь криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции f(x). Если график расположен ниже оси Ох, т.е. f(x) < 0, то площадь имеет знак “-“, если график расположен выше оси Ох, т.е. f(x) > 0, то площадь имеет знак “+”.


Для нахождения суммарной площади используется формула 
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Площадь фигуры, ограниченной некоторыми линиями может быть найдена с помощью определенных интегралов, если известны уравнения этих линий.


Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями y = x, y = x2, x = 2.
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Искомая площадь (заштрихована на рисунке) может быть найдена по формуле:
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Нахождение площади криволинейного сектора.


                                                                                                   ( = f(()

                                                        (
                                                             (
                                        О                                                                     (

Для нахождения площади криволинейного сектора введем полярную систему координат. Уравнение кривой, ограничивающей сектор в этой системе координат, имеет вид ( = f((), где ( - длина радиус – вектора, соединяющего полюс с произвольной точкой кривой, а ( - угол наклона этого радиус – вектора к полярной оси.


Подробнее о полярной системе координат и ее связи с декартовой прямоугольной системой координат см.  Полярная система координат. “Курс высшей математики. Часть 1.”


Площадь криволинейного сектора может быть найдена по формуле 
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Вычисление длины дуги кривой.
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a                                     b            x
Длина ломаной линии, которая соответствует дуге, может быть найдена как 
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Тогда длина дуги равна 
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Из геометрических соображений: 
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В то же время 
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Тогда можно показать (см. Интегрируемая функция.), что 
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Т.е. 
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Если уравнение кривой задано параметрически, то с учетом правил вычисления производной параметрически заданной функции (см. Производная фунции, заданной параметрически.), получаем
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где х = ((t) и у = ((t).


Если задана пространственная кривая, и х = ((t), у = ((t) и z = Z(t), то
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Если кривая задана в полярных координатах, то
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Пример: Найти длину окружности, заданной уравнением x2 + y2 = r2.

1 способ.  Выразим из уравнения переменную у.   
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Найдем производную 
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Тогда 
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Тогда S = 2(r. Получили общеизвестную формулу длины окружности.

2 способ. Если представить заданное уравнение в полярной системе координат, то получим: r2cos2( + r2sin2( = r2, т.е. функция ( = f(() = r, 
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Вычисление объемов тел.
Вычисление объема тела по известным площадям его параллельных сечений.






        Q(xi-1)               

     Q(xi)




   a                 xi-1                 xi                                        b                      x


Пусть имеется тело объема V. Площадь любого поперечного сечения тела Q, известна как непрерывная функция Q = Q(x). Разобьем тело на “слои” поперечными сечениями, проходящими через точки хi разбиения отрезка [a, b]. Т.к. на каком- либо промежуточном отрезке разбиения [xi-1, xi] функция Q(x) непрерывна, то принимает на нем наибольшее и наименьшее значения. Обозначим их соответственно Mi и mi.


Если на этих наибольшем и наименьшем сечениях построить цилиндры с образующими, параллельными оси х, то объемы этих цилиндров будут соответственно равны Mi(xi и mi(xi здесь (xi = xi - xi-1.

Произведя такие построения для всех отрезков разбиения, получим цилиндры, объемы которых равны соответственно 
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При стремлении к нулю шага разбиения (, эти суммы имеют общий предел:
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Таким образом, объем тела может быть найден по формуле:
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Недостатком этой формулы является то, что для нахождения объема необходимо знать функцию Q(x), что весьма проблематично для сложных тел.


Пример: Найти объем шара радиуса R.







y







          R       y





-R
      0          x       R          x
В поперечных сечениях шара получаются окружности переменного радиуса у. В зависимости от текущей координаты х этот радиус выражается по формуле 
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Тогда функция площадей сечений имеет вид: Q(x) = 
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Получаем объем шара:
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Пример: Найти объем произвольной пирамиды с высотой Н и площадью основания S.








     Q 


S






    x

   H


x

При пересечении пирамиды плоскостями, перпендикулярными высоте, в сечении получаем фигуры, подобные основанию. Коэффициент подобия этих фигур равен отношению x/H, где х – расстояние от плоскости сечения до вершины пирамиды.


Из геометрии известно, что отношение площадей подобных фигур равно коэффициенту подобия в квадрате, т.е.
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Отсюда получаем функцию площадей сечений: 
[image: image759.wmf].
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Находим объем пирамиды: 
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Объем тел вращения.


Рассмотрим кривую, заданную уравнением y = f(x). Предположим, что функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b]. Если соответствующую ей криволинейную трапецию с основаниями а и b вращать вокруг оси Ох, то получим так называемое тело вращения. 







y = f(x)











x
Т.к. каждое сечение тела плоскостью  x = const представляет собой круг радиуса 
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, то объем тела вращения может быть легко найден по полученной выше формуле:
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Площадь поверхности тела вращения.
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Определение: Площадью поверхности вращения кривой АВ вокруг данной оси называют предел, к которому стремятся площади поверхностей вращения ломаных, вписанных в кривую АВ, при стремлении к нулю наибольших из длин звеньев этих ломаных.


Разобьем дугу АВ на n частей точками M0, M1, M2, … , Mn. Координаты вершин полученной ломаной имеют координаты xi и yi. При вращении ломаной вокруг оси получим поверхность, состоящую из боковых поверхностей усеченных конусов, площадь которых равна (Pi. Эта площадь может быть найдена по формуле:
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Здесь (Si – длина каждой хорды.
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Применяем теорему Лагранжа (см. Теорема Лагранжа.) к отношению 
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Получаем: 
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Тогда 
[image: image767.wmf]i

i

i

x

f

S

D

e

¢

+

=

D

)

(

1

2


           
[image: image768.wmf]i
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Площадь поверхности, описанной ломаной равна:
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Эта сумма не является интегральной, но можно показать, что
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Тогда 
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 - формула вычисления площади поверхности тела вращения.
Функции нескольких переменных


При рассмотрении функций нескольких переменных ограничимся подробным описанием функций двух переменных, т.к. все полученные результаты будут справедливы для функций произвольного числа переменных.


Определение: Если каждой паре независимых друг от друга чисел (х, у) из некоторого множества по какому - либо правилу ставится в соответствие одно или несколько значений переменной z, то переменная z называется функцией двух переменных.
z = f(x, y)


Определение: Если паре чисел (х, у) соответствует одно значение z, то функция называется однозначной, а если более одного, то – многозначной.


Определение: Областью определения функции z называется совокупность пар (х, у), при которых функция z существует.


Определение: Окрестностью точки М0(х0, у0) радиуса r называется совокупность всех точек  (х, у), которые удовлетворяют условию 
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Определение: Число А называется пределом функции f(x, y) при стремлении точки М(х, у) к точке М0(х0, у0), если для каждого числа ( > 0 найдется такое число r >0, что для любой точки М(х, у), для которых верно условие
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также верно и условие 
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Записывают: 
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Определение: Пусть точка М0(х0, у0) принадлежит области определения функции f(x, y). Тогда функция z = f(x, y) называется непрерывной в точке М0(х0, у0), если 
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                                              (1)
причем точка М(х, у) стремится к точке М0(х0, у0) произвольным образом.


Если в какой – либо точке условие (1) не выполняется, то эта точка называется точкой разрыва функции f(x, y). Это может быть в следующих случаях:

1) Функция z = f(x, y) не определена в точке М0(х0, у0).

2) Не существует предел 
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3) Этот предел существует, но он не равен f( x0, y0).
Свойство. Если функция f(x, y, …) определена и непрерывна в замкнутой и
 ограниченной области D, то в этой области найдется по крайней мере одна точка  

N(x0, y0, …), такая, что для остальных точек верно неравенство

f(x0, y0, …) ( f(x, y, …)

а также точка N1(x01, y01, …), такая, что для всех остальных точек верно неравенство

f(x01, y01, …) ( f(x, y, …)
тогда f(x0, y0, …) = M – наибольшее значение функции, а f(x01, y01, …) = m – наименьшее значение функции f(x, y, …) в области D.

Непрерывная функция в замкнутой и ограниченной области D достигает по крайней мере один раз наибольшего значения и один раз наименьшего.


Свойство. Если функция f(x, y, …) определена и непрерывна в замкнутой ограниченной области D, а M и m – соответственно наибольшее и наименьшее значения функции в этой области, то для любой точки ( ( [m, M] существует точка 
N0(x0, y0, …) такая, что f(x0, y0, …) = (.


Проще говоря, непрерывная функция принимает в области D все промежуточные значения между M и m. Следствием этого свойства может служить заключение, что если числа M и m разных знаков, то в области D функция по крайней мере один раз обращается в ноль. 


Свойство. Функция f(x, y, …), непрерывная в замкнутой ограниченной области D, ограничена в этой области, если существует такое число К, что для всех точек области верно неравенство 
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Свойство. Если функция f(x, y, …) определена и непрерывна в замкнутой ограниченной области D, то она равномерно непрерывна в этой области, т.е. для любого положительного числа ( существует такое число ( > 0, что для любых двух точек (х1, y1) и (х2, у2) области, находящихся на расстоянии, меньшем (, выполнено неравенство
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Приведенные выше свойства  аналогичны свойствам функций одной переменной, непрерывных на отрезке. См. Свойства функций, непрерывных на отрезке.
Производные и дифференциалы функций

нескольких переменных.


Определение. Пусть в некоторой области задана функция z = f(x, y). Возьмем произвольную точку М(х, у) и зададим приращение (х к переменной х. Тогда величина (xz = f( x + (x, y) – f(x, y) называется частным приращением функции по х.


Можно записать 
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Тогда 
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 называется частной производной функции z = f(x, y) по х.

Обозначение: 
[image: image782.wmf]).
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Аналогично определяется частная производная функции по у.
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Геометрическим смыслом частной производной (допустим 
[image: image784.wmf]x
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) является тангенс угла наклона касательной, проведенной в точке N0(x0, y0, z0) к сечению поверхности плоскостью у = у0.

Полное приращение и полный дифференциал.


Определение. Для функции f(x, y) выражение (z = f( x + (x, y + (y) – f(x, y) называется полным приращением.


Если функция f(x, y) имеет непрерывные частные производные, то 
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Применим теорему Лагранжа (см. Теорема Лагранжа.) к выражениям, стоящим в квадратных скобках.
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здесь 
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Тогда получаем 
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Т.к. частные производные непрерывны, то можно записать равенства:
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[image: image792.wmf]y
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Определение. Выражение 
[image: image793.wmf]y
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 называется полным приращением функции f(x, y) в некоторой точке (х, у), где (1 и (2 – бесконечно малые функции при (х ( 0 и (у ( 0 соответственно.


Определение: Полным дифференциалом функции z = f(x, y) называется главная линейная относительно (х и (у приращения функции (z в точке (х, у).
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Для функции произвольного числа переменных:
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Пример. Найти полный дифференциал функции 
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Пример. Найти полный дифференциал функции 
[image: image800.wmf].
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Геометрический смысл полного дифференциала.

Касательная плоскость и нормаль к поверхности.



нормаль





   N






(           N0


касательная плоскость


Пусть N и N0 – точки данной поверхности. Проведем прямую NN0. Плоскость, которая проходит через точку N0, называется касательной плоскостью к поверхности, если угол между секущей NN0 и этой плоскостью стремится к нулю, когда стремится к нулю расстояние NN0.


Определение. Нормалью к поверхности в точке N0 называется прямая, проходящая через точку N0 перпендикулярно касательной плоскости к этой поверхности.


В какой – либо точке поверхность имеет, либо только одну касательную плоскость, либо не имеет ее вовсе.


Если поверхность задана уравнением z = f(x, y), где f(x, y) – функция, дифференцируемая в точке М0(х0, у0), касательная плоскость в точке N0(x0,y0,(x0,y0)) существует и имеет уравнение:
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Уравнение нормали к поверхности в этой точке:
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Геометрическим смыслом полного дифференциала функции двух переменных f(x, y) в точке (х0, у0) является приращение аппликаты (координаты z) касательной плоскости к поверхности при переходе от точки (х0, у0) к точке (х0+(х, у0+(у).


Как видно, геометрический смысл полного дифференциала функции двух переменных является пространственным аналогом геометрического смысла дифференциала функции одной переменной.


Пример. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
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в точке М(1, 1, 1).
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Уравнение касательной плоскости:
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Уравнение нормали:
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Приближенные вычисления с помощью полного дифференциала.


Пусть функция f(x, y) дифференцируема в точке (х, у). Найдем полное приращение этой функции:
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Если подставить в эту формулу выражение
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то получим приближенную формулу:
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Пример.  Вычислить приближенно значение 
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 при x = 1, y = 2, z = 1.


Из заданного выражения определим (x = 1,04 – 1 = 0,04, (y = 1,99 – 2 = -0,01,

(z = 1,02 – 1 = 0,02.


Найдем значение функции u(x, y, z) = 
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Находим частные производные:
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Полный дифференциал функции u равен:
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 EMBED Equation.3  [image: image823.wmf]05

,

1

05

,

0

1

)

1

,

2

,

1

(

=

+

=

+

»

du

u



Точное значение этого выражения: 1,049275225687319176.


При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” возможно запустить программу, которая решает рассмотренный выше пример для произвольной функции трех переменных.


Для запуска программы дважды щелкните на значке

Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4.
Частные производные высших порядков.


Если функция f(x, y) определена в некоторой области D, то ее частные производные 
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 тоже будут определены в той же области или ее части. 


Будем называть эти производные частными производными первого порядка.
Производные этих функций будут частными производными второго порядка.

[image: image826.wmf]);

,

(

);

,

(

2

2

2

2

y

x

f

y

z

y

x

f

x

z

yy

xx

¢

¢

=

¶

¶

¢

¢

=

¶

¶
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Продолжая дифференцировать полученные равенства, получим частные производные более высоких порядков.

Определение. Частные производные вида 
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[image: image829.wmf]и т.д. называются смешанными производными.
Теорема. Если функция f(x, y) и ее частные производные  
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 определены и непрерывны в точке М(х, у) и ее окрестности, то верно соотношение:
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Т.е. частные производные высших порядков не зависят от порядка дифференцирования.


Аналогично определяются дифференциалы высших порядков.
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Здесь n – символическая степень производной, на которую заменяется реальная степень после возведения в нее стоящего с скобках выражения.


При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” возможно запустить программу, которая находит все производные до второго порядка включительно для функции двух переменных.


Для запуска программы дважды щелкните на значке


Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4.
Экстремум функции нескольких переменных.


Определение. Если для функции z = f(x, y), определенной в некоторой области, в некоторой окрестности точки М0(х0, у0) верно неравенство
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то точка М0 называется точкой максимума.


Определение. Если для функции z = f(x, y), определенной в некоторой области, в некоторой окрестности точки М0(х0, у0) верно неравенство
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то точка М0 называется точкой минимума.


Теорема. (Необходимые условия экстремума). 

Если функция f(x,y) в точке (х0, у0) имеет экстремум, то в этой точке либо обе ее частные производные первого порядка равны нулю 
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, либо хотя бы одна из них не существует.


Эту точку (х0, у0) будем называть критической точкой.

Теорема. (Достаточные условия экстремума). 


Пусть в окрестности критической точки (х0, у0) функция f(x, y) имеет непрерывные частные производные до второго порядка включительно. Рассмотрим выражение:
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1) Если D(x0, y0) > 0, то в точке (х0, у0) функция f(x, y) имеет экстремум, если 
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2) Если D(x0, y0) < 0, то в точке (х0, у0) функция f(x, y) не имеет экстремума

В случае, если D = 0, вывод о наличии экстремума сделать нельзя.


При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” можно запустить программу, которая находит критические точки функции двух переменных, определяет характер экстремума, находит значение функции в точках экстремума.


Для запуска программы дважды щелкните на значке


Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4.
Условный экстремум.


Условный экстремум находится, когда переменные х и у, входящие в функцию u = f( x, y), не являются независимыми, т.е. существует некоторое соотношение 
((х, у) = 0, которое называется уравнением связи.


Тогда из переменных х и у только одна будет независимой, т.к. другая может быть выражена через нее из уравнения связи.


Тогда u = f(x, y(x)).
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В точках экстремума:
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Кроме того:

                                                                 
[image: image844.wmf]0
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Умножим равенство (2) на число ( и сложим с равенством (1).
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[image: image846.wmf]0
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Для выполнения этого условия во всех точках  найдем неопределенный коэффициент ( так, чтобы выполнялась система трех уравнений:
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Полученная система уравнений является необходимыми условиями условного экстремума. Однако это условие не является достаточным. Поэтому при нахождении критических точек требуется их дополнительное исследование на экстремум.


Выражение u = f(x, y) + (((x, y) называется функцией Лагранжа.


Пример. Найти экстремум функции f(x, y) = xy, если уравнение связи:

2x + 3y – 5 = 0
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[image: image851.wmf];
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Таким образом, функция имеет экстремум в точке 
[image: image852.wmf]÷
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Использование функции Лагранжа для нахождения точек экстремума функции называется также методом множителей Лагранжа. 

Выше мы рассмотрели функцию двух переменных, однако, все рассуждения относительно условного экстремума могут быть распространены на функции большего числа переменных.

Производная по направлению.

Рассмотрим функцию  u(x, y, z) в точке М( x, y, z) и точке М1( x + (x, y + (y, z + (z).

 Проведем через точки М и М1 вектор 
[image: image853.wmf]S

.  Углы наклона этого вектора к направлению координатных осей х, у, z обозначим соответственно (, (, (. Косинусы этих углов называются направляющими косинусами вектора 
[image: image854.wmf]S

.


Расстояние между точками М и М1 на векторе 
[image: image855.wmf]S

 обозначим (S.
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Высказанные выше предположения, проиллюстрируем на рисунке:
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Далее предположим, что функция u(x, y, z) непрерывна и имеет непрерывные частные производные  по переменным х, у и z. Тогда правомерно записать следующее выражение:
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Из геометрических соображений очевидно:
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Таким образом, приведенные выше равенства могут быть представлены следующим образом:
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Заметим, что величина s является скалярной. Она лишь определяет направление вектора 
[image: image864.wmf]S

.


Из этого уравнения следует следующее определение:


Определение: Предел 
[image: image865.wmf]S
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  называется производной функции u(x, y, z) по направлению вектора 
[image: image866.wmf]S

 в точке с координатами ( x, y, z).


Поясним значение изложенных выше равенств на примере.


Пример. Вычислить производную функции  z = x2 + y2x в точке А(1, 2) по направлению вектора 
[image: image867.wmf]АВ

. В (3, 0).


Решение.   Прежде всего необходимо определить координаты вектора 
[image: image868.wmf]АВ

.
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=(3-1; 0-2) = (2; -2) = 2
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Далее определяем модуль этого вектора:
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=
[image: image872.wmf]2

2

8

=


Находим частные производные функции z в общем виде:


[image: image873.wmf];

2

;

2

2

yx

y

z

y

x

x

z

=

¶

¶

+

=

¶

¶


Значения этих величин в точке А : 
[image: image874.wmf];
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Для нахождения направляющих косинусов вектора 
[image: image875.wmf]АВ

 производим следующие преобразования:
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За величину 
[image: image878.wmf]S

 принимается произвольный вектор, направленный вдоль заданного вектора, т.е. определяющего направление дифференцирования. 

Отсюда получаем значения направляющих косинусов вектора 
[image: image879.wmf]АВ
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Окончательно получаем: 
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 - значение производной заданной функции по направлению вектора 
[image: image883.wmf]АВ

.

Градиент.

Определение: Если в некоторой области D задана функция u = u(x, y, z) и некоторый вектор, проекции которого на координатные оси равны значениям функции u в соответствующей точке
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то этот вектор называется градиентом функции u.
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При этом говорят, что в области D задано поле градиентов.


При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” возможно запустить программу, которая находит градиент и производную по направлению для любой функции трех переменных в любой точке.


Для запуска программы дважды щелкните на значке


Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4.
Связь градиента с производной по направлению.


Теорема: Пусть задана функция u = u(x, y, z) и поле градиентов
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Тогда производная 
[image: image887.wmf]s
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 по направлению некоторого вектора 
[image: image888.wmf]S

 равняется проекции вектора gradu на вектор 
[image: image889.wmf]S

.

Доказательство: Рассмотрим единичный вектор 
[image: image890.wmf]g
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 и некоторую функцию u = u(x, y, z) и найдем скалярное произведение векторов 
[image: image891.wmf]S

 и gradu.
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Выражение, стоящее в правой части этого равенства является производной функции u по направлению s.

Т.е. 
[image: image893.wmf]s
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.  Если угол между векторами gradu и 
[image: image894.wmf]S

 обозначить через (, то скалярное произведение можно записать в виде произведения модулей этих векторов на косинус угла между ними. С учетом того, что вектор 
[image: image895.wmf]S

 единичный, т.е. его модуль равен единице, можно записать:
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Выражение, стоящее в правой части этого равенства и является проекцией вектора gradu на вектор 
[image: image897.wmf]S

.

Теорема доказана.


Для иллюстрации геометрического и физического смысла градиента скажем, что градиент – вектор, показывающий направление наискорейшего изменения  некоторого скалярного поля u в какой- либо точке. В физике существуют такие понятия как градиент температуры, градиент давления и т.п. Т.е. направление градиента есть направление наиболее быстрого роста функции.


С точки зрения геометрического представления  градиент перпендикулярен поверхности уровня функции.

Кратные интегралы.


Как известно, интегрирование является процессом суммирования. Однако суммирование может производится неоднократно, что приводит нас к понятию кратных интегралов. Рассмотрение этого вопроса начнем с рассмотрения двойных интегралов.

Двойные интегралы.


Рассмотрим на плоскости некоторую замкнутую кривую, уравнение которой 

f(x, y) = 0.






   y





     0



        x

Совокупность всех точек, лежащих внутри кривой и на самой кривой назовем замкнутой областью (. Если выбрать точки области без учета точек, лежащих на кривой, область будет называется незамкнутой область (.


С геометрической точки зрения ( - площадь фигуры, ограниченной контуром.


Разобьем область ( на n частичных областей сеткой прямых, отстоящих друг от друга по оси х на расстояние (хi, а по оси у – на (уi. Вообще говоря, такой порядок разбиения наобязателен, возможно разбиение области на частичные участки произвольной формы и размера.

Получаем, что площадь S делится на элементарные прямоугольники, площади которых равны Si = (xi ( (yi .

В каждой частичной области возьмем произвольную точку Р(хi, yi) и составим интегральную сумму
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где f – функция непрерывная и однозначная для всех точек области (.


Если бесконечно увеличивать количество частичных областей (i, тогда, очевидно, площадь каждого частичного участка Si стремится к нулю.


Определение: Если при стремлении к нулю шага разбиения области ( интегральные суммы 
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 имеют конечный предел, то этот предел называется двойным интегралом от функции f(x, y) по области (.
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С учетом того, что Si = (xi ( (yi получаем:
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В приведенной выше записи имеются два знака (, т.к. суммирование производится по двум переменным х и у.


Т.к. деление области интегрирования произвольно, также произволен и выбор точек Рi, то, считая все площади Si одинаковыми, получаем формулу:
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Условия существования двойного интеграла.

Сформулируем достаточные условия существования двойного интеграла.


Теорема. Если функция f(x, y) непрерывна в замкнутой области (, то двойной интеграл 
[image: image903.wmf]òò
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Теорема. Если функция f(x, y) ограничена в замкнутой области ( и непрерывна в ней всюду, кроме конечного числа кусочно – гладких линий, то двойной интеграл 
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Свойства двойного интеграла.

1) 
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3)  Если ( = (1 + (2, то
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4) Теорема о среднем. Двойной интеграл от функции f(x, y) равен произведению значения этой функции в некоторой точке области интегрирования на площадь области интегрирования.
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5)  Если f(x, y) ( 0 в области (, то  
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6) Если f1(x, y) ( f2(x, y), то   
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Вычисление двойного интеграла.


Теорема. Если функция f(x, y) непрерывна в замкнутой области (, ограниченной линиями х = a, x = b, (a < b), y = ((x), y = ((x), где ( и ( - непрерывные функции и 

( ( (, тогда
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Пример. Вычислить интеграл 
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Теорема.  Если функция f(x, y) непрерывна в замкнутой области (, ограниченной линиями y = c, y = d (c < d), x = ((y), x = ((y) (((y) ( ((y)), то
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Пример. Вычислить интеграл 
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Пример.  Вычислить интеграл 
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Пример. Вычислить двойной интеграл 
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При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” возможно запустить программу, которая вычисляет двойной интеграл от любой функции.


Для запуска программы дважды щелкните на значке


Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4.

Замена переменных в двойном интеграле.

Расмотрим двойной интеграл вида 
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Положим х = f(u, v); y = ((u, v)

Тогда dx = 
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т.к. при первом интегрировании переменная х принимается за постоянную, то dx = 0.
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пожставляя это выражение в записанное выше соотношение для dy, получаем:
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Выражение  
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 называется определителем Якоби или Якобианом функций f(u, v) и ((u, v).

(Якоби Карл Густав Якоб – (1804-1851) – немецкий математик)


Тогда 
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Т.к. при первом интегрировании приведенное выше выражение для dx принимает вид 
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Двойной интеграл в полярных координатах.


Воспользуемся формулой замены переменных:
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При этом известно, что 
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В этом случае Якобиан имеет вид: 
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Тогда  
[image: image948.wmf]òò

òò

òò

t

t

D

q

r

r

q

r

=

q

r

r

q

r

q

r

=

d

d

f

d

d

F

dxdy

y

x

F

)

,

(

)

sin

,

cos

(

)

,

(


Здесь ( - новая область значений, 
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Тройной интеграл.


При рассмотрении тройного инеграла не будем подробно останавливаться на всех тех теоретических выкладках, которые были детально разобраны применительно к двойному интегралу, т.к. существенных различий между ними нет.


Единственное отличие заключается в том, что при нахождении тройного интеграла интегрирование ведется не по двум, а по трем переменным, а областью интегрирования является не часть плоскости, а некоторая область в техмерном пространстве.


[image: image950.wmf]z

y

x

z

y

x

f

dxdydz

z

y

x

f

v

z

y

x

r

D

D

D

=

å

å

å

òòò

®

D

®

D

®

D

)

,

,

(

lim

)

,

,

(

0

0

0



Суммирование производится по области v, которая ограничена некоторой поверхностью ((x, y, z) = 0.
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Здесь х1 и х2 – постоянные величины, у1 и у2 – могут быть некоторыми функциями от х или постоянными величинами, z1 и z2 – могут быть функциями от х и у или постоянными величинами.


Пример.  Вычислить интеграл 
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 EMBED Equation.3  [image: image954.wmf].
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Замена переменных в тройном интеграле.


Операция замены переменных в тройном интеграле аналогична соответсвующей операции для двойного интеграла.


Можно записать:
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z

v

z

u

z

w

y

v

y

u

y

w

x

v

x

u

x

i

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=



Наиболее часто к замене переменной в тройном интеграле прибегают с целью перейти от декартовой прямоугольной системы координат к цилиндрической или сферической системе. См.  Цилиндрическая и сферическая системы координат. 


Рассмотрим эти преобразования подробнее.

Цилиндрическая система координат.
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Связь координат произвольной точки Р пространства в цилиндрической системе с координатами в декартовой прямоугольной системе осуществляется по формулам:
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Для представления тройного интеграла в цилиндрических координатах вычисляем Якобиан:
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Итого: 
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Сферическая система координат.
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Связь координат произвольной точки Р пространства в сферической системе с координатами в декартовой прямоугольной системе осуществляется по формулам:
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Для представления тройного интеграла в сферических координатах вычисляем Якобиан:
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Окончательно получаем:
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Геометрические и физические приложения кратных интегралов.

1) Вычисление площадей в декартовых координатах.
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y = ((x)
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y = f(x)







    a                      b                         x

Площадь S, показанная на рисунке может быть вычислена с помощью двойного интеграла по формуле:
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Пример.   Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y2 = 4x + 4;

x + y – 2 = 0.


Построим графики заданных функций:

[image: image967.wmf]-2

2

4

6

8

-6

-4

-2

2

4

6



Линии пересекаются в двух точках – (0, 2) и (8, -6). Таким образом, область интегрирования ограничена по оси Ох графиками кривых от 
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 до х = 2 – у, а по оси Оу – от –6 до 2. Тогда искомая площадь равна:
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1

21

3

8

88

4

1

6

12

2

36

4

3

6

36

24

8

3

8

4

1

12

2

4

3

4

1

2

6

2

3

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

×

-

×

-

+

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

-

=

-

y

y

y



2) Вычисление площадей в полярных координатах.
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3) Вычисление объемов тел.


Пусть тело ограничено снизу плосткостью ху, а сверху– поверхностью z = f(x,y),

а с боков – цилиндрической поверхностью. 

Такое тело называется цилиндроид.
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Пример. Вычислить объем, ограниченный поверхностями: x2 + y2 = 1;

x + y + z =3 и плоскостью ХОY.


Пределы интегрирования: по оси ОХ: 
[image: image973.wmf];
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          по оси ОY: x1 = -1;  x2 = 1;
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4) Вычисление площади кривой поверхности.

Если поверхность задана уравнением: f(x, y, z) = 0, то площадь ее поверхности находится по формуле:
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Если поверхность задана в неявном виде, т.е. уравнением z = ((x, y), то площадь этой поверхности вычисляется по формуле:
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5)Вычисление моментов инерции площадей плоских фигур.
Пусть площадь плоской фигуры (область () ограничена линией, уравнение которой f(x,y) = 0. Тогда моменты инерции этой фигуры находятся по формулам:

- относительно оси Ох: 
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- относительно оси Оу: 
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- относительно начала координат: 
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 - этот момент инерции называют еще полярным моментом инерции.


6) Вычисление центров тяжести площадей плоских фигур.

Координаты центра тяжести находятся по формулам:
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здесь w – поверхностная плотность (dm = wdydx –масса элемента площади).


7) Вычисление объемов тел с помощью тройного интеграла.

Если поверхность тела описывается уравнением f(x, y, z) = 0, то объем тела может быть найден по формуле:
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при этом z1 и z2 – функции от х и у или постоянные, у1 и у2 – функции от х или постоянные, х1 и х2 – постоянные.


8) Координаты центра тяжести тела.
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9) Моменты инерции тела относительно осей координат.
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10) Моменты инерции тела относительно координатных плоскостей.
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11) Момент инерции тела относительно начала координат.
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В приведенных выше формулах п.п. 8 – 11 r – область вычисления интеграла по объему, w – плотность тела в точке (х, у, z), dv – элемент объема

· в декартовых координатах: dv = dxdydz;

· в циллиндрических координатах: dv = (dzd(d(;

· в сферических координатах: dv = (2sin(d(d(d(.

12) Вычисление массы неоднородного тела.
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Теперь плотность w – величина переменная.
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{VERSION 2 3 "IBM INTEL NT" "2.3" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 

2 2 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Heading 1" -1 3 1 

{CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 18 0 0 0 1 2 1 2 2 2 2 1 1 1 }1 1 0 0 8 4 

1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Time

s" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }

{PSTYLE "" 11 12 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }

1 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }{PSTYLE "Maple Plot" -1 13 1 {CSTYLE 

"" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 }3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 

2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 85 "\314\345\362\356\344\340

\354\350 \344\350\364\364\345\360\345\355\366\350\340\353\374\355\356

\343\356 \350\361\367\350\361\353\345\355\350\377 \350\361\361\353\345

\344\356\342\340\362\374 \364\363\355\352\366\350\376 y=f(x) \350  \+

\357\356\361\362\360\356\350\362\374 \343\360\340\364\350\352." }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 55 "restart:x:='x':a:='a':print(

`\302\342\345\344\350\362\345 \364\363\355\352\366\350\376 y=f(x)`);\n

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%7|]w|]y|`y|_y|cy|]z|`y~|_z|^z|hy|

ey|az|cy|iz~y=f(x)G" }}}{SECT 0 {PARA 3 "" 0 "" {TEXT -1 16 "\307\340

\344\340\355\350\345 \364\363\355\352\366\350\350:" }}{EXCHG {PARA 0 "

> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 27 "y:=(3*x^2-x+1)/(x^2+2*x+1);" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"yG*&,(*$%\"xG\"\"#\"\"$F(!\"\"\"\"\"F,F,,(F'F,

F(F)F,F,F+" }}}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 29 " \327\345\362\355

\356\361\362\374/\355\345\367\345\362\355\356\361\362\374 \364\363\355

\352\366\350\350." }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 243 "print

(`\316\357\360\345\344\345\353\350\354 \367\345\362\355\356\361\362

\374 \350\353\350 \355\345\367\345\362\355\356\361\362\374 \364\363

\355\352\366\350\350.`);x:=a:b0:=y:x:=-a:b:=y:if b0=-b then print(`

\324\363\355\352\366\350 \355\345\367\345\362\355\340 \362.\352.  f(-a

)`=b,`  \340   f(a)`=b0) elif b0=b then print(`\324\363\355\352\366

\350 \367\345\362\355\340 \362.\352.  f(-a)`=b, `\350 f(a)`=b0) else p

rint(`\324\363\355\352\366\350 \356\341\371\345\343\356 \342\350\344

\340.`) fi;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%K|iw|jy|[z|`y|_y|`y|fy

|cy|gy~|bz|`y|]z|hy|iy|\\z|]z|gz~|cy|fy|cy~|hy|`y|bz|`y|]z|hy|iy|\\z|]

z|gz~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy.G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%4|_x|

^z|hy|ey|az|cy~|iy|\\y|dz|`y|^y|iy~|]y|cy|_y|[y.G" }}}{EXCHG {PARA 0 "

" 0 "" {TEXT -1 36 " \302\356\347\360\340\361\362\340\355\350\345 \350

 \363\341\373\342\340\355\350\345. \335\352\361\362\360\345\354\363

\354\373." }}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 27 "\317\345\360\342\340\377 \+

\357\360\356\350\347\342\356\344\355\340\377 \364\363\355\352\366\350

\350:" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 581 "x:='x':print(`

\316\357\360\345\344\345\353\350\354 \357\345\360\342\363\376 \357\360

\356\350\347\342\356\344\355\363\376 \364\363\355\352\366\350\350.`);p

roiz1:=factor(diff(y,x)):print(`f'(x)`=proiz1);eqn2:=proiz1=0:print(`f

'(x)=0 \357\360\350`,eqn2);extremums:= select(type,[evalf(solve(eqn2,(

x)),3)],realcons):print(`\322\356\367\352\350 \375\352\361\362\360\345

\354\363\354\340:`);S:=convert(extremums,set):extremums:=convert(S,lis

t): extremums;x:=i:znacheniye_v_extremume_:=seq(evalf(y(i),3),i=select

(type,extremums,realcons)):`\307\355\340\367\345\355\350\345 \364\363

\355\352\366\350\350 \342 \362\356\367\352\340\365 \375\352\361\362

\360\345\354\363\354\340:`;[znacheniye_v_extremume_];\npare:=(x,y)->[x

,y]:`\312\356\356\360\344\350\355\340\362\373 \362\356\367\345\352 \+

\375\352\361\362\360\345\354\363\354\340:`;tochki_extremuma_:=zip(pare

,extremums,[znacheniye_v_extremume_]):tochki_extremuma_; \n\n" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%D|iw|jy|[z|`y|_y|`y|fy|cy|gy~|jy|`y|[

z|]y|^z~|jy|[z|iy|cy|by|]y|iy|_y|hy|^z~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy.G" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%&f'(x)G*&,&%\"xG\"\"(!\"$\"\"\"F*,&F

'F*F*F*F)" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6$%,f'(x)=0~|jy|[z|cyG/*&,&

%\"xG\"\"(!\"$\"\"\"F*,&F'F*F*F*F)\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#%2|]x|iy|bz|ey|cy~|hz|ey|\\z|]z|[z|`y|gy|^z|gy|[y:G" }}{PARA 11 

"" 1 "" {XPPMATH 20 "6#7#$\"$H%!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6

#%F|bw|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy~|]y~|]z|iy|bz|ey|[y|

`z~|hz|ey|\\z|]z|[z|`y|gy|^z|gy|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "

6#7#$\"$\\&!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%=|ew|iy|iy|[z|_y|c

y|hy|[y|]z|fz~|]z|iy|bz|`y|ey~|hz|ey|\\z|]z|[z|`y|gy|^z|gy|[y:G" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#7#7$$\"$H%!\"$$\"$\\&F'" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 64 "\304\353\377 \356\357\360\345\344\345\353

\345\355\350\377 \365\340\360\340\352\362\345\360\340 \375\352\361\362

\360\345\354\363\354\340 \355\340\365\356\344\350\354 \342\362\356\360

\363\376 \357\360\356\350\347\342\356\344\355\363\376." }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 615 "`\316\357\360\345\344\345\353\350

\354 \342\362\356\360\363\376 \357\360\356\350\347\342\356\344\355\363

\376 \364\363\355\352\366\350\350.`;x:='x':proiz2:=factor(diff(y,x$2))

:print(`f\"(x)`=proiz2);x:=i:proizv2:=seq(evalf(proiz2(i),3),i=select(

type,extremums,realcons)):x:='x':`\307\355\340\367\345\355\350 \342

\362\356\360\356\351 \357\360\356\350\347\356\344\355\356\351 \342 \+

\362\356\367\352\340\365 \375\352\361\362\360\345\354\363\354\340`;[pr

oizv2]; n:=nops(tochki_extremuma_):if n=1 then if proizv2>0 then print

(`\322\356\367\352\340 \354\350\355\350\354\363\354\340`) elif proizv2

<0 then print(`\322\356\367\352\340 \354\340\352\361\350\354\363\354

\340`) else print(`\322\356\367\352\340 \357\345\360\345\343\350\341

\340`); fi;tochki_extremuma_; else for i from 1 by 1 to n do if proizv

2[i]>0 then print(`\322\356\367\352\340 \354\350\355\350\354\363\354

\340`) elif proizv2[i]<0 then print(`\322\356\367\352\340 \354\340\352

\361\350\354\363\354\340`) else print(`\322\356\367\352\340 \357\345

\360\345\343\350\341\340`); fi; print(tochki_extremuma_[i]); od; fi;i:

='i':\n" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%D|iw|jy|[z|`y|_y|`y|fy|cy|

gy~|]y|]z|iy|[z|^z~|jy|[z|iy|cy|by|]y|iy|_y|hy|^z~|_z|^z|hy|ey|az|cy|c

y.G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%&f\"(x)G,$*&,&%\"xG\"\"(!\")

\"\"\"F+,&F(F+F+F+!\"%!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%N|bw|hy

|[y|bz|`y|hy|cy~|]y|]z|iy|[z|iy|dy~|jy|[z|iy|cy|by|iy|_y|hy|iy|dy~|]y~

|]z|iy|bz|ey|[y|`z~|hz|ey|\\z|]z|[z|`y|gy|^z|gy|[yG" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#7#$\"$S#!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%/|]x

|iy|bz|ey|[y~|gy|cy|hy|cy|gy|^z|gy|[yG" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#7#7$$\"$H%!\"$$\"$\\&F'" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 52 "

\316\357\360\345\344\345\353\350\354 \357\360\356\354\345\346\363\362

\352\350 \342\356\347\360\340\361\362\340\355\350\377 \350 \363\341

\373\342\340\355\350\377 \364\363\355\352\366\350\350." }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 165 "print(`\315\340\351\344\345\354 \+

\357\360\356\354\345\346\363\362\352\350 \342\356\347\360\340\361\362

\340\355\350 \350 \363\341\373\342\340\355\350 \364\363\355\352\366

\350\350`);print(`\324\363\355\352\366\350 \342\356\347\360\340\361

\362\340\345\362 \357\360\350 \365`=solve(evalf(proiz1>0)));print(`

\324\363\355\352\366\350 \363\341\373\342\340\345\362 \357\360\350 \+

\365`=solve(evalf(proiz1<0)));" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%O|h

w|[y|dy|_y|`y|gy~|jy|[z|iy|gy|`y|ay|^z|]z|ey|cy~|]y|iy|by|[z|[y|\\z|]z

|[y|hy|cy~|cy~|^z|\\y|fz|]y|[y|hy|cy~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cyG" }}{PARA 

12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%8|_x|^z|hy|ey|az|cy~|]y|iy|by|[z|[y|\\z|]z

|[y|`y|]z~|jy|[z|cy~|`zG6$-%*RealRangeG6$,$%)infinityG!\"\"-%%OpenG6#$

F+\"\"!-F'6$-F-6#$\"+'G9dG%!#5F*" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%

5|_x|^z|hy|ey|az|cy~|^z|\\y|fz|]y|[y|`y|]z~|jy|[z|cy~|`zG-%*RealRangeG

6$-%%OpenG6#$!\"\"\"\"!-F)6#$\"+'G9dG%!#5" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" 

{TEXT -1 33 "\316\357\360\345\344\345\353\350\354 \362\356\367\352\350

 \357\345\360\345\343\350\341\340 \364\363\355\352\366\350\350." }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 789 "print(`\316\357\360\345\344

\345\353\350\354 \362\356\367\352\350 \357\345\360\345\343\350\341\340

`); if type(proiz2,realcons)=true and proiz2>0 then print(`\322\356

\367\345\352 \357\345\360\345\343\350\341\340 \355\345\362. \324\363

\355\352\366\350 \342\356\343\355\363\362\340 \355\340 \342\361\345

\351 \356\341\353\340\361\362\350 \356\357\360\345\344\345\353\345\355

\350.`); elif type(proiz2,realcons)=true and proiz2<0 then print(`\322

\356\367\345\352 \357\345\360\345\343\350\341\340 \355\345\362. \324

\363\355\352\366\350 \342\373\357\363\352\353\340 \355\340 \342\361

\345\351 \356\341\353\340\361\362\350 \356\357\360\345\344\345\353\345

\355\350.`); else eqn3:=proiz2=0:print(`f\"(x)=0`,eqn3);A:=evalf(solve

(eqn3,x),3):x:='x':[A]:x:=i:znacheniye_v_peregibe_:=seq(select(type,ev

alf(y(i),3),realcons),i=[A]):x:='x':[znacheniye_v_peregibe_]:pare:=(x,

y)->[x,y]:print(`\312\356\356\360\344\350\355\340\362\373 \362\356\367

\345\352 \357\345\360\345\343\350\341\340`);tochki_peregiba_:=zip(pare

,select(type,[A],realcons),[znacheniye_v_peregibe_]):print(tochki_pere

giba_);\nprint(`\315\340\351\344\345\354 \350\355\362\345\360\342\340

\353\373 \342\373\357\363\352\353\356\361\362\350 \350 \342\356\343

\355\363\362\356\361\362\350 \343\360\340\364\350\352\340.`);print(`

\302\373\357\363\352\353\356\361\362\374:`);print(solve(evalf(proiz2<0

)));print(`\302\356\343\355\363\362\356\361\362\374:`);print(solve(eva

lf(proiz2>0)));fi:\n" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%9|iw|jy|[z|`y

|_y|`y|fy|cy|gy~|]z|iy|bz|ey|cy~|jy|`y|[z|`y|^y|cy|\\y|[yG" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6$%(f\"(x)=0G/,$*&,&%\"xG\"\"(!\")\"\"\"F+,&F(

F+F+F+!\"%!\"#\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|ew|iy|iy|[z|

_y|cy|hy|[y|]z|fz~|]z|iy|bz|`y|ey~|jy|`y|[z|`y|^y|cy|\\y|[yG" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#7#7$$\"$9\"!\"#$\"$@)!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%R|hw|[y|dy|_y|`y|gy~|cy|hy|]z|`y|[z|]y|[y|fy|fz~|]y|

fz|jy|^z|ey|fy|iy|\\z|]z|cy~|cy~|]y|iy|^y|hy|^z|]z|iy|\\z|]z|cy~|^y|[z

|[y|_z|cy|ey|[y.G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%,|]w|fz|jy|^z|ey

|fy|iy|\\z|]z|gz:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#-%*RealRangeG6$-

%%OpenG6#$\"+Vr&G9\"!\"*%)infinityG" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6

#%,|]w|iy|^y|hy|^z|]z|iy|\\z|]z|gz:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "

6$-%*RealRangeG6$,$%)infinityG!\"\"-%%OpenG6#$F(\"\"!-F$6$F)-F*6#$\"+V

r&G9\"!\"*" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 24 "\316\357\360\345

\344\345\353\377\345\354 \355\363\353\350 \364\363\355\352\366\350\350

." }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 229 "print(`\322\356\367

\352\350 \357\345\360\345\361\345\367\345\355\350 \343\360\340\364\350

\352\340 \361 \352\356\356\360\344\350\355\340\362\355\373\354\350 \+

\356\361\354\350`);print(`\321 \356\361\374\376 \356\365:`);x:=select(

type,[evalf(solve(y=0,x),3)],realcons):x1:=convert(x,set):x1:=convert(

x1,list):print('x'=x1,'y=0');print(`\321 \356\361\374\376 \356\363:`);

x:=0;print('y'=y);x:='x':" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%N|]x|iy|

bz|ey|cy~|jy|`y|[z|`y|\\z|`y|bz|`y|hy|cy~|^y|[z|[y|_z|cy|ey|[y~|\\z~|e

y|iy|iy|[z|_y|cy|hy|[y|]z|hy|fz|gy|cy~|iy|\\z|gy|cyG" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%*|\\x~|iy|\\z|gz~|iy|`z:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6$/%\"xG7\"/%\"yG\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6

#%*|\\x~|iy|\\z|gz~|iy|^z:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG

\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"yG\"\"\"" }}}{EXCHG 

{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 39 "\316\357\360\345\344\345\353\377\345\354 \+

\357\360\356\354\345\346\363\362\352\350 \347\355\340\352\356\357\356

\361\362\356\377\355\361\362\342\340." }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 157 "print(`\316\357\360\345\344\345\353\350\354 \357\360

\356\354\345\346\363\362\352\350 \347\355\340\352\356\357\356\361\362

\356\355\361\362\342\340.`);print(`\324\363\355\352\366\350 \357\356

\353\356\346\350\362\345\353\374\355\340 \357\360\350 \365`=solve(eval

f(y>0),x));print(`\324\363\355\352\366\350 \356\362\360\350\366\340

\362\345\353\374\355\340 \357\360\350 \365`=solve(evalf(y<0),x));" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%F|iw|jy|[z|`y|_y|`y|fy|cy|gy~|jy|[z|i

y|gy|`y|ay|^z|]z|ey|cy~|by|hy|[y|ey|iy|jy|iy|\\z|]z|iy|hy|\\z|]z|]y|[y

.G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%:|_x|^z|hy|ey|az|cy~|jy|iy|fy|

iy|ay|cy|]z|`y|fy|gz|hy|[y~|jy|[z|cy~|`zG6$-%*RealRangeG6$,$%)infinity

G!\"\"-%%OpenG6#$F+\"\"!-F'6$F,F*" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/

%:|_x|^z|hy|ey|az|cy~|iy|]z|[z|cy|az|[y|]z|`y|fy|gz|hy|[y~|jy|[z|cy~|`

zG6\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 878 "print(`\317\360

\345\344\345\353 \364\363\355\352\366\350\350 \357\360\350 \361\362

\360\345\354\353\345\355\350\350 \365 \352 \341\345\361\352\356\355

\345\367\355\356\361\362\350 \360\340\342\345\355:`);G:=-5:GG:=-5:limi

t(y,x=infinity);print(`\317\360\345\344\345\353 \364\363\355\352\366

\350\350 \357\360\350 \361\362\360\345\354\353\345\355\350\350 \365 \+

\352 \354\350\355\363\361 \341\345\361\352\356\355\345\367\355\356\361

\362\350 \360\340\342\345\355:`);limit(y,x=-infinity);print(`\315\340

\351\344\345\354 \363\360\340\342\355\345\355\350\345 \355\340\352\353

\356\355\355\356\351 \340\361\350\354\357\362\356\362 (\345\361\353

\350 \356\355\340 \361\363\371\345\361\362\342\363\345\362) \342 \342

\350\344\345 \363=\352\365+\302`);k:=limit((y/x),x=infinity);B:=limit(

(y-k*x),x=infinity);if type(k,numeric)=true and type(B,numeric)=true t

hen naklassimp_y:=k*x+B:if k=0 then print(`\303\356\360\350\347\356

\355\362\340\353\374\355\340 \340\361\350\354\357\362\356\362\340: y`=

naklassimp_y); else print(`\315\340\352\353\356\355\355\340 \340\361

\350\354\357\362\356\362\340: y`=naklassimp_y); fi; print(`\317\356

\361\362\360\356\350\354 \343\360\340\364\350\352.`);print(plot([y,nak

lassimp_y],x=G..-G,view=[G..-G,GG..-GG])); else print(`\315\340\352

\353\356\355\355\373\365 \350 \343\356\360\350\347\356\355\362\340\353

\374\355\373\365 \340\361\350\354\357\362\356\362 \355\345\362.`);prin

t(`\317\356\361\362\360\356\350\354 \343\360\340\364\350\352.`);print(

plot(y,x=G..-G,view=[G..-G,GG..-GG])); fi:print(`\304\353 \350\347\354

\345\355\345\355\350 \354\340\361\370\362\340\341\340 \343\360\340\364

\350\352\340 \350\347\354\345\355\350\362\345 \357\340\360\340\354\345

\362\360 G \350 GG \342 \355\340\367\340\353\345 \357\360\345\344\373

\344\363\371\345\351 \347\340\357\350\361\350.`);\nprint(`\300\342\362

\356\360: \313\340\360\350\355 \300\353\345\352\361\340\355\344\360 \+

\300\353\345\352\361\340\355\344\360\356\342\350\367 2000 \343\356\344

.`);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%W|jw|[z|`y|_y|`y|fy~|_z|^z|hy

|ey|az|cy|cy~|jy|[z|cy~|\\z|]z|[z|`y|gy|fy|`y|hy|cy|cy~|`z~|ey~|\\y|`y

|\\z|ey|iy|hy|`y|bz|hy|iy|\\z|]z|cy~|[z|[y|]y|`y|hy:G" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%gn|jw|[z

|`y|_y|`y|fy~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy~|jy|[z|cy~|\\z|]z|[z|`y|gy|fy|`y|hy

|cy|cy~|`z~|ey~|gy|cy|hy|^z|\\z~|\\y|`y|\\z|ey|iy|hy|`y|bz|hy|iy|\\z|]

z|cy~|[z|[y|]y|`y|hy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#\"\"$" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%bo|hw|[y|dy|_y|`y|gy~|^z|[z|[y|]y|hy|

`y|hy|cy|`y~|hy|[y|ey|fy|iy|hy|hy|iy|dy~|[y|\\z|cy|gy|jy|]z|iy|]z~(|`y

|\\z|fy|cy~|iy|hy|[y~|\\z|^z|dz|`y|\\z|]z|]y|^z|`y|]z)~|]y~|]y|cy|_y|`

y~|^z=|ey|`z+|]wG" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"kG\"\"!" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"BG\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/%;|^w|iy|[z|cy|by|iy|hy|]z|[y|fy|gz|hy|[y~|[y|\\z|cy|g

y|jy|]z|iy|]z|[y:~yG\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%1|jw|iy|

\\z|]z|[z|iy|cy|gy~|^y|[z|[y|_z|cy|ey.G" }}{PARA 13 "" 1 "" {INLPLOT "

6&-%'CURVESG6$7gp7$$!\"&\"\"!$\"1+++++]i]!#:7$$!1LLLe%G?y%F-$\"18zsrvT

+_F-7$$!1mmT&esBf%F-$\"1(*=BOa,O`F-7$$!1LL$3s%3zVF-$\"1A'fWvj%4bF-7$$!

1ML$e/$QkTF-$\"1V.hbkX6dF-7$$!1nmT5=q]RF-$\"1\")y'oC\"fYfF-7$$!1LL3_>f

_PF-$\"1aN!*3,(H?'F-7$$!1++vo1YZNF-$\"1wheGJI=lF-7$$!1LL3-OJNLF-$\"1$o

FhhmU\"pF-7$$!1++v$*o%Q7$F-$\"16WxO_P/uF-7$$!1mmm\"RFj!HF-$\"1**=F]X%y

/)F-7$$!1LL$e4OZr#F-$\"1W(Ge3cFy)F-7$$!1+++v'\\!*\\#F-$\"1`)>eylY*)*F-

7$$!1+++DwZ#G#F-$\"1?YSoi\")\\6!#97$$!1+++D.xt?F-$\"11F?Xjc&Q\"Fio7$$!

1LL3-TC%)=F-$\"1Kn&Ro96t\"Fio7$$!1mmm\"4z)e;F-$\"1[Vwy7;9DFio7$$!1mm;H

AUj:F-$\"14M=Na[<JFio7$$!1mmmm`'zY\"F-$\"1e@$>&*H!zSFio7$$!1+voaeW79F-

$\"13Y22(Rk$\\Fio7$$!1L$3FMEpN\"F-$\"1TJ\\-i%f='Fio7$$!1m\"H2$oS,8F-$

\"1Hc$yLdi7)Fio7$$!1++v=t)eC\"F-$\"1.dGa%o;9\"!#87$$!1n\"HK9Vn>\"F-$\"

1V()=95_x;Fgr7$$!1L$3x'*)fZ6F-$\"1kx\"RJn$*z#Fgr7$$!1<z%*zo-B6F-$\"1G^

9M%[C!RFgr7$$!1+v=#za%)4\"F-$\"1P$\\vtj\"**eFgr7$$!1'RZ-x6B4\"F-$\"1,V

:\\p$el'Fgr7$$!1#H2$[(oh3\"F-$\"1JZ2%)zJwvFgr7$$!1)=njsD+3\"F-$\"1$yQ*

\\k>7()Fgr7$$!1%3FWq#)Q2\"F-$\"1y=S#\\@P,\"!#77$$!1zp[#oRx1\"F-$\"1(*H

q4%yf>\"F`u7$$!1voagmfh5F-$\"1l$>TBhWV\"F`u7$$!1rngQOXb5F-$\"1'e**[w\"

>b<F`u7$$!1nmm;1J\\5F-$\"1(\\k-')p7?#F`u7$$!1r<)zuqD/\"F-$\"19ni3^SEHF

`u7$$!1voHz3$e.\"F-$\"1]a.&Q#*G4%F`u7$$!1z>h554H5F-$\"1@2v[gy^hF`u7$$!

1$3F>9^B-\"F-$\"1^cbZ>ZK5!#67$$!1)=UKF6c,\"F-$\"1`)ol_Un4#Fiw7$$!1#HdX

Sr)35F-$\"1^p,L&)HKkFiw7$$!1'Rse`J@+\"F-$\"1#>%e*\\tP5\"!\"*7$$!1**\\(

=n;R&**!#;$\"1y(=nT^#RB!#57$$!1Sg-&)z^'))*F]y$\"1$4#>:h:@QFiw7$$!1\"3x

\")H>\">)*F]y$\"1\\9'3D>)*[\"Fiw7$$!1B\"G8h?<v*F]y$\"1%=!QTgKKyF`u7$$!

1l\"zW#>K%o*F]y$\"1#)\\RzKo)z%F`u7$$!11-jPK#ph*F]y$\"1EA.o\\ZFKF`u7$$!

1[7y]X_\\&*F]y$\"14(RQ8N:J#F`u7$$!1*GKR'e7#[*F]y$\"1U/z_n:K<F`u7$$!1JL

3xrs9%*F]y$\"1PKbsH1V8F`u7$$!1sVB!\\GtM*F]y$\"1$Gn%\\A^p5F`u7$$!19aQ.)

H*z#*F]y$\"1*)\\piQ0,()Fgr7$$!1bk`;6`7#*F]y$\"1I-hCu>/sFgr7$$!1(\\(oHC

8X\"*F]y$\"1'\\yGO!*H0'Fgr7$$!1!e*)f0N.,*F]y$\"1)\\3&Q]mFWFgr7$$!1i;H#

oPb())F]y$\"14QMel(=O$Fgr7$$!1Fe*[$H%fg)F]y$\"1urA*\\&o+@Fgr7$$!1$***

\\(=[jL)F]y$\"1^@Nx'odT\"Fgr7$$!1%**\\7G7H#yF]y$\"1#zv1,iQj(Fio7$$!1&*

***\\Pw%4tF]y$\"1h8W^hQ0YFio7$$!1&**\\(o//'z'F]y$\"1>[#esaf)HFio7$$!1'

***\\iXg#G'F]y$\"1[P)QUg^.#Fio7$$!1FL3_:<6_F]y$\"1a?))p/a=5Fio7$$!1emm

T&Q(RTF]y$\"12]%\\S!H9cF-7$$!1lm;/'=><#F]y$\"1!)QIj`D<AF-7$$!1EMLLe*e$

\\!#=$\"15'*3mT+:5F-7$$\"1sm;zRQb@F]y$\"1L?s3z__iF]y7$$\"1-+](=>Y2%F]y

$\"1d8&oB6b]&F]y7$$\"1vmm\"zXu9'F]y$\"1j=vl5oDeF]y7$$\"1,+++&y))G)F]y$

\"1TG.WD\"Qn'F]y7$$\"1++]i_QQ5F-$\"1JT*))yWFp(F]y7$$\"1,+D\"y%3T7F-$\"

1j;BW_S?()F]y7$$\"1++]P![hY\"F-$\"1D@B7vyO)*F]y7$$\"1LLL$Qx$o;F-$\"1YO

sQm!*y5F-7$$\"1+++v.I%)=F-$\"1L6$GX)3u6F-7$$\"1mm\"zpe*z?F-$\"1W1X=nKa

7F-7$$\"1,++D\\'QH#F-$\"1AfgHdoN8F-7$$\"1LLe9S8&\\#F-$\"12f'f7;lS\"F-7

$$\"1,+D1#=bq#F-$\"1Q,*4go]Z\"F-7$$\"1LLL3s?6HF-$\"1$>ge9@r`\"F-7$$\"1

++DJXaEJF-$\"15@+.JH(f\"F-7$$\"1ommm*RRL$F-$\"1FmEZ\"R5l\"F-7$$\"1om;a

<.YNF-$\"1xI+%3M@q\"F-7$$\"1NLe9tOcPF-$\"1Voy=BI\\<F-7$$\"1,++]Qk\\RF-

$\"1v@@4q%)*y\"F-7$$\"1NL$3dg6<%F-$\"1%>_G<=L$=F-7$$\"1ommmxGpVF-$\"1W

`uqQsp=F-7$$\"1++D\"oK0e%F-$\"1ZxtcD>1>F-7$$\"1,+v=5s#y%F-$\"1*f>QM>!R

>F-7$$\"\"&F*$\"1AAAAAAs>F--%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"\"F*F*-F$6$7S7$F(

$\"\"$F*7$F/F]il7$F4F]il7$F9F]il7$F>F]il7$FCF]il7$FHF]il7$FMF]il7$FRF]

il7$FWF]il7$FfnF]il7$F[oF]il7$F`oF]il7$FeoF]il7$F[pF]il7$F`pF]il7$FepF

]il7$F_qF]il7$FcrF]il7$FavF]il7$F]^lF]il7$Fa_lF]il7$F[`lF]il7$F``lF]il

7$Fe`lF]il7$F[alF]il7$F`alF]il7$FealF]il7$FjalF]il7$F_blF]il7$FdblF]il

7$FiblF]il7$F^clF]il7$FcclF]il7$FhclF]il7$F]dlF]il7$FbdlF]il7$FgdlF]il

7$F\\elF]il7$FaelF]il7$FfelF]il7$F[flF]il7$F`flF]il7$FeflF]il7$FjflF]i

l7$F_glF]il7$FdglF]il7$FiglF]il7$F^hlF]il-Fchl6&FehlF*FfhlF*-%+AXESLAB

ELSG6$%\"xG%!G-%%VIEWG6$;F(F^hlFi\\m" 2 304 304 304 2 0 1 0 2 9 0 4 2 

1.000000 45.000000 45.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

0 0 -12949 -30012 0 0 0 0 0 1 }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%\\p|_

w|fy~|cy|by|gy|`y|hy|`y|hy|cy~|gy|[y|\\z|cz|]z|[y|\\y|[y~|^y|[z|[y|_z|

cy|ey|[y~|cy|by|gy|`y|hy|cy|]z|`y~|jy|[y|[z|[y|gy|`y|]z|[z~G~|cy~GG~|]

y~|hy|[y|bz|[y|fy|`y~|jy|[z|`y|_y|fz|_y|^z|dz|`y|dy~|by|[y|jy|cy|\\z|c

y.G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%O|[w|]y|]z|iy|[z:~|fw|[y|[z|cy

|hy~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy|_y|[z~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy|_y|[z|iy|]y|cy

|bz~2000~|^y|iy|_y.G" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}

}}{MARK "18 0 0" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 }




_1061723184/������~1.mws
{VERSION 2 3 "IBM INTEL NT" "2.3" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 

2 2 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 

1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 }3 3 0 0 0 

0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 9 "restart:\n" }{TEXT 

-1 45 "\302\342\345\344\350\362\345 \364\363\355\352\366\350\376 \362

\360\345\365 \357\345\360\345\354\345\355\355\373\365 u=y(x, y, z)." }

{MPLTEXT 1 0 126 "\nu:=ln(10+x^3+y^2+z^2):\nprint(`\315\340\365\356

\346\344\345\355\350\345 \343\360\340\344\350\345\355\362\340 \344\353

 \364\363\355\352\366\350\350 \363`=u);a:=diff(u,x):b:=diff(u,y):c:=di

ff(u,z):grad:=a*i+b*j+c*k;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%B|hw|[

y|`z|iy|ay|_y|`y|hy|cy|`y~|^y|[z|[y|_y|cy|`y|hy|]z|[y~|_y|fy~|_z|^z|hy

|ey|az|cy|cy~|^zG-%#lnG6#,*\"#5\"\"\"*$%\"xG\"\"$F**$%\"yG\"\"#F**$%\"

zGF0F*" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%%gradG,(*(%\"xG\"\"#,*\"#5

\"\"\"*$F'\"\"$F+*$%\"yGF(F+*$%\"zGF(F+!\"\"%\"iGF+F-*(F/F+F)F2%\"jGF+

F(*(F1F+F)F2%\"kGF+F(" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 63 "\304\353

\377 \355\340\365\356\346\344\345\355\350\377 \347\355\340\367\345\355

\350\377 \343\360\340\344\350\345\355\362\340 \342 \362\356\367\352

\345 \342\342\345\344\350\362\345 \345\345 \352\356\356\360\344\350

\355\340\362\373" }{MPLTEXT 1 0 98 "\nA:=[2,2,1]:\nprint(`\307\355\340

\367\345\355\350\345 \343\360\340\344\350\345\355\362\340 \342 \362

\356\367\352\345 \300`=A);x:=A[1]:y:=A[2]:z:=A[3]:grad:=simplify(grad)

;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%=|bw|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|^y|[

z|[y|_y|cy|`y|hy|]z|[y~|]y~|]z|iy|bz|ey|`y~|[wG7%\"\"#F&\"\"\"" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%%gradG,(%\"iG#\"#7\"#B%\"jG#\"\"%F)%

\"kG#\"\"#F)" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 72 "\304\353\377 \355

\340\365\356\346\344\345\355\350\377 \357\360\356\350\347\342\356\344

\355\356\351 \357\356 \355\340\357\360\340\342\353\345\355\350\376 \+

\342\345\352\362\356\360\340 \342\342\345\344\350\362\345 \345\343\356

 \352\356\356\360\344\350\355\340\362\373" }{MPLTEXT 1 0 232 "\nB:=[-4

,0,3]:\nprint(`\317\360\356\350\347\342\356\344\355\340 \357\356 \355

\340\357\360\340\342\353\345\355\350\376 \342\345\352\362\356\360\340 \+

\340`=B);a1:=(B[1]^2+B[2]^2+B[3]^2)^(1/2):ca:=B[1]/a1:cb:=B[2]/a1:cg:=

B[3]/a1:pr:=a*ca+b*cb+c*cg:print(`\360\340\342\355\340`=evalf(pr));pr;

print(`\300\342\362\356\360: \313\340\360\350\355 \300\353\345\352\361

\340\355\344\360 \300\353\345\352\361\340\355\344\360\356\342\350\367,

 2001 \343\376`);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%C|jw|[z|iy|cy|b

y|]y|iy|_y|hy|[y~|jy|iy~|hy|[y|jy|[z|[y|]y|fy|`y|hy|cy~|]y|`y|ey|]z|iy

|[z|[y~|[yG7%!\"%\"\"!\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%&|[z|

[y|]y|hy|[yG$!+8R<_O!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,$*$\"#D#\"

\"\"\"\"##!#U\"$v&" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%M|[w|]y|]z|iy|[

z:~|fw|[y|[z|cy|hy~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy|_y|[z~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy

|_y|[z|iy|]y|cy|bz,~2001~|^yG" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 0 "" }}}}{MARK "3 0 0" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 }




_1061723640/������~1.mws
{VERSION 2 3 "IBM INTEL NT" "2.3" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 }0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }{PSTYLE "Maple Output" 0 11 1 

{CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }3 3 0 -1 -1 -1 0 0 

0 0 0 0 -1 0 }{PSTYLE "Maple Plot" 0 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 47 

97 49 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }3 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 9 "restart:\n" }{TEXT 

-1 40 "\302\342\345\344\350\362\345 \357\356\344\350\355\362\345\343

\360\340\353\374\355\363\376 \364\363\355\352\366\350\376 z(x, y)." }

{MPLTEXT 1 0 19 "\nz:=9*x^2*y^2-x+y;\n" }{TEXT -1 35 "\302\342\345\344

\350\362\345 \357\360\345\344\345\353\373 \350\355\362\345\343\360\350

\360\356\342\340\355\350\377 \357\356 \363" }{MPLTEXT 1 0 18 "\nA:=x:B

:=x^(1/2):\n" }{TEXT -1 35 "\302\342\345\344\350\362\345 \357\360\345

\344\345\353\373 \350\355\362\345\343\360\350\360\356\342\340\355\350

\377 \357\356 \365" }}{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 181 "C:=0:F:=1:\n

print(`\315\340\365\356\346\344\345\355\350\345 \344\342\356\351\355

\373\365 \350\355\362\345\343\360\340\353\356\342.`);print(`\317\360

\345\344\345\353\373 \357\356 \363:`=A,B);print(`\317\360\345\344\345

\353\373 \357\356 \365:`=C,F);print(`\316\341\353\340\361\362\374 \350

\355\362\345\343\360\350\360\356\342\340\355\350:`);plot(\{A,B,C3,F\},

x=-1..2,view=[-1..2,-1..2]);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"zG

,(*&%\"xG\"\"#%\"yGF(\"\"*F'!\"\"F)\"\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#%?|hw|[y|`z|iy|ay|_y|`y|hy|cy|`y~|_y|]y|iy|dy|hy|fz|`z~

|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|iy|]y.G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6$/%

.|jw|[z|`y|_y|`y|fy|fz~|jy|iy~|^z:G%\"xG*$F%#\"\"\"\"\"#" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6$/%.|jw|[z|`y|_y|`y|fy|fz~|jy|iy~|`z:G\"\"!\"\"\"

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%7|iw|\\y|fy|[y|\\z|]z|gz~|cy|hy|]

z|`y|^y|[z|cy|[z|iy|]y|[y|hy|cy:G" }}{PARA 13 "" 1 "" {INLPLOT "6'-%'C

URVESG6$7S7$$!\"\"\"\"!F(7$$!1*****\\P&3Y$*!#;F,7$$!1++Dcx6x()F.F07$$!

1,+]iTDP\")F.F37$$!1****\\P\"\\J\\(F.F67$$!1++DJa5_oF.F97$$!1,+DcexdiF

.F<7$$!1++D1?QUcF.F?7$$!1++D13%f+&F.FB7$$!1++D\"oS:P%F.FE7$$!1+++v@)*=

PF.FH7$$!1++](G3U9$F.FK7$$!1*****\\-\\r\\#F.FN7$$!1+++vGVZ=F.FQ7$$!1++

+v4J@7F.FT7$$!1,+]iIKFl!#<FW7$$\"19+++DFOB!#=Fen7$$\"1,+++!R5'fFYFin7$

$\"1++vV!QBE\"F.F\\o7$$\"1******\\\"o?&=F.F_o7$$\"1,+vVb4*\\#F.Fbo7$$

\"1,+DJ'=_6$F.Feo7$$\"1,+]P%y!ePF.Fho7$$\"1,+v=WU[VF.F[p7$$\"1++]7B>&)

\\F.F^p7$$\"1++v$>:mk&F.Fap7$$\"1++DcdQAiF.Fdp7$$\"1,+]PPBWoF.Fgp7$$\"

1******\\Nm'[(F.Fjp7$$\"1****\\(yb^6)F.F]q7$$\"1++vVVDB()F.F`q7$$\"1++

]7TW)R*F.Fcq7$$\"1+++:K^+5!#:Ffq7$$\"1++]7,Hl5FhqFjq7$$\"1+]P4w)R7\"Fh

qF]r7$$\"1++]x%f\")=\"FhqF`r7$$\"1+]P/-a[7FhqFcr7$$\"1+](=Yb;J\"FhqFfr

7$$\"1++]i@Ot8FhqFir7$$\"1+]PfL'zV\"FhqF\\s7$$\"1+++!*>=+:FhqF_s7$$\"1

++DE&4Qc\"FhqFbs7$$\"1+]P%>5pi\"FhqFes7$$\"1+++bJ*[o\"FhqFhs7$$\"1++Dr

\"[8v\"FhqF[t7$$\"1+++Ijy5=FhqF^t7$$\"1+]P/)fT(=FhqFat7$$\"1+]i0j\"[$>

FhqFdt7$$\"\"#F*Fgt-%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5F)F*F*-F$6$7D7$$\"(tiL#!\"*$

\"+-3]L[!#67$$\"1+++]JL(4$FY$\"1Q\"3()=C*f<F.7$$\"1++++!R5'fFY$\"10[O4

R_TCF.7$$\"1+++S!QBE\"F.$\"1r9E%oRHb$F.7$$\"1+++]\"o?&=F.$\"1x*=v8mNI%

F.7$$\"1+++Sb4*\\#F.$\"15/=ea4**\\F.7$$\"1+++I'=_6$F.$\"1:7wjVT\"e&F.7

$$\"1+++S%y!ePF.$\"1\"**[q#oJIhF.7$$\"1+++?WU[VF.$\"1kP%oUeUf'F.7$$\"1

+++5B>&)\\F.$\"1_)o+V*egqF.7$$\"1*******=:mk&F.$\"1P5v4jR9vF.7$$\"1+++

gdQAiF.$\"1g:xP+@))yF.7$$\"1+++SPBWoF.$\"1oQ:?%))HF)F.7$$\"1+++]Nm'[(F

.$\"1db')33b_')F.7$$\"1+++!zb^6)F.$\"1)*RV[fT3!*F.7$$\"1+++SVDB()F.$\"

1Aj,pj$)R$*F.7$$\"1+++5TW)R*F.$\"1!fDEHdXp*F.7$Ffq$\"1TZeulD+5Fhq7$$\"

1+++8,Hl5Fhq$\"1=UmA*G@.\"Fhq7$$\"1+++4w)R7\"Fhq$\"1a&o'=G=g5Fhq7$$\"1

+++y%f\")=\"Fhq$\"1%yWJGF+4\"Fhq7$$\"1+++/-a[7Fhq$\"1OyTd4Q<6Fhq7$$\"1

+++ial68Fhq$\"1_i#yFv_9\"Fhq7$$\"1+++j@Ot8Fhq$\"1q,#eN0><\"Fhq7$$\"1++

+fL'zV\"Fhq$\"1[)>$*4^\"*>\"Fhq7$F_s$\"1_XCm\">[A\"Fhq7$$\"1+++E&4Qc\"

Fhq$\"1L]p+P_]7Fhq7$$\"1+++%>5pi\"Fhq$\"1GK2)*Q]v7Fhq7$Fhs$\"1:gwUV.)H

\"Fhq7$$\"1+++r\"[8v\"Fhq$\"1LB<=^QB8Fhq7$F^t$\"1Ww@5YlX8Fhq7$$\"1+++/

)fT(=Fhq$\"1PZ=j&***o8Fhq7$$\"1+++1j\"[$>Fhq$\"1WCJXn(4R\"Fhq7$Fgt$\"1

&4tBc8UT\"Fhq-Fjt6&F\\uF*F]uF*-F$6$7S7$F($\"\"\"F*7$F,Fj_l7$F0Fj_l7$F3

Fj_l7$F6Fj_l7$F9Fj_l7$F<Fj_l7$F?Fj_l7$FBFj_l7$FEFj_l7$FHFj_l7$FKFj_l7$

FNFj_l7$FQFj_l7$FTFj_l7$FWFj_l7$FenFj_l7$FinFj_l7$F\\oFj_l7$F_oFj_l7$F

boFj_l7$FeoFj_l7$FhoFj_l7$F[pFj_l7$F^pFj_l7$FapFj_l7$FdpFj_l7$FgpFj_l7

$FjpFj_l7$F]qFj_l7$F`qFj_l7$FcqFj_l7$FfqFj_l7$FjqFj_l7$F]rFj_l7$F`rFj_

l7$FcrFj_l7$FfrFj_l7$FirFj_l7$F\\sFj_l7$F_sFj_l7$FbsFj_l7$FesFj_l7$Fhs

Fj_l7$F[tFj_l7$F^tFj_l7$FatFj_l7$FdtFj_l7$FgtFj_l-Fjt6&F\\uF]uF]uF*-%+

AXESLABELSG6$%\"xG%!G-%%VIEWG6$;F(FgtFfcl" 2 304 304 304 2 0 1 0 2 9 

0 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 48 0 0 0 0 0 0 1 }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 

211 "if type(C,realcons)=true and type(F,realcons)=true then s:=int(z,

y=A..B):print(evalf(int(s,x=C..F))); else s:=int(z,x=C..F):print(evalf

(int(s,y=A..B))); fi:print(`\300\342\362\356\360: \313\340\360\350\355

 \300\353\345\352\361\340\355\344\360 \300\353\345\352\361\340\355\344

\360\356\342\350\367, 2001 \343.`);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6

#$\"+LLLL=!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%N|[w|]y|]z|iy|[z:~|f

w|[y|[z|cy|hy~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy|_y|[z~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy|_y|[

z|iy|]y|cy|bz,~2001~|^y.G" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 

"" }}}}{MARK "2 0 0" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 }




_1061890017/��������� ���.mws
{VERSION 4 0 "IBM INTEL NT" "4.0" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 

0 0 1 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 

2 2 1 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Text Output" -1 2 

1 {CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 0 0 0 0 0 1 3 0 3 0 }1 0 

0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }{PSTYLE "Warning" 2 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 

"" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 }0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 

}{PSTYLE "Error" 7 8 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 255 0 255 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 }0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }{PSTYLE "Maple Output" 0 

11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }3 3 0 -1 -1 

-1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }{PSTYLE "Maple Plot" 0 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }3 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 1695 "restart:\nz:=-3*x*

y+x^3+y^3:\nprint(`\310\361\361\353\345\344\363\345\362\361 \364\363

\355\352\366\350    z`=z);\nprint(`\315\340\351\344\345\354 \352\360

\350\362\350\367\345\361\352\350\345 \362\356\367\352\350.`);\ne1:=dif

f(z,x):e2:=diff(z,y):\nprint(`\317\345\360\342\340 \357\360\356\350

\347\342\356\344\355\340 \357\356 \365`=e1);\nprint(`\317\345\360\342

\340 \357\360\356\350\347\342\356\344\355\340 \357\356 \363`=e2);\nee:

=\{e1=0,e2\}:print(`\320\345\370\340\345\354 \361\350\361\362\345\354

\363 \363\360\340\342\355\345\355\350\351:`);ee;\nAA:=[evalf(solve(ee)

)]:\nn:=nops(AA):j:=1:for i from 1 to n do a:=subs(AA[i],x);\nb:=subs(

AA[i],y);if\ntype(a,realcons)=true and type(b,realcons)=true\nthen A[j

]:=a;B[j]:=b;j:=j+1;\nprint(x=a);print(y=b);\nelse fi;\nod:\nprint(`

\315\340\351\344\345\354 \342\362\356\360\373\345 \357\360\356\350\347

\342\356\344\355\373\345 \364\363\355\352\366\350\350.`);\nee1:=diff(e

1,x):ee2:=diff(e1,y):ee3:=diff(e2,y):\nprint(`\302\362\356\360\340 \+

\357\360\356\350\347\342\356\344\355\340 \357\356 \365`=ee1);\nprint(`

\302\362\356\360\340 \357\360\356\350\347\342\356\344\355\340 \357\356

 \363`=ee3);\nprint(`\321\354\345\370\340\355\355\340 \357\360\356\350

\347\342\356\344\355\340`=ee2);\nprint(`\304\353 \356\357\360\345\344

\345\353\345\355\350 \365\340\360\340\352\362\345\360\340 \352\360\350

\362\350\367\345\361\352\356\351 \362\356\367\352\350`);\nprint(`\360

\340\361\361\354\356\362\360\350\354\347\355\340\352\350 \342\373\360

\340\346\345\355\350\351:`);\nV:=Diff(z,x$2)*Diff(z,y$2)-Diff(z,x,y)^2

;\nVV:=Diff(z,x$2);V:='V':VV:='VV':\nfor k from 1 to j-1 do\nx:=A[k];y

:=B[k];C:=ee1:G:=ee2:E:=ee3:\nT:=C*E-G^2;\nif T>0 then\nif C<0 then pr

int(`\302 \362\356\367\352\345`);print(`\365`=x);print(`\363`=y);\npri

nt(`\364\363\355\352\366\350 \350\354\345\345\362 \354\340\352\361\350

\354\363\354`);print(`V`=T);print(`VV`=C);\nprint(`\362.\352. V>0 \340

 VV<0`);\nprint(`\307\355\340\367\345\355\350\345 \364\363\355\352\366

\350\350`=z); else fi;\nif C>0 then print(`\302 \362\356\367\352\345`)

;print(`\365`=x);print(`\363`=y);\nprint(`\364\363\355\352\366\350 \+

\350\354\345\345\362 \354\350\355\350\354\363\354`);print(`V`=T);print

(`VV`=C);\nprint(`\362.\352. V>0 \350 VV>0`);\nprint(`\307\355\340\367

\345\355\350\345 \364\363\355\352\366\350\350`=z); else fi;else fi;\ni

f T<0 then print(`\302 \362\356\367\352\345`);print(`\365`=x);print(`

\363`=y);\nprint(`\364\363\355\352\366\350 \355\345 \350\354\345\345

\362 \355\350 \354\340\352\361\350\354\363\354\340 \355\350 \354\350

\355\350\354\363\354\340`);print(`V`=T);print(`VV`=C);\nprint(`\362.

\352. V<0`);\nelse fi;\nif T=0 then print(`\325\340\360\340\352\362

\345\360 \352\360\350\362\350\367\345\361\352\356\351 \362\356\367\352

\350 \355\345 \356\357\360\345\344\345\353\345\355. \322\360\345\341

\363\345\362\361\377 \344\340\353\374\355\345\351\370\345\345 \350\361

\361\353\345\344\356\342\340\355\350\345.`);print(`\362.\352. V=0`);el

se fi:od:\nx:='x':y:='y':print(`\317\356\361\362\360\356\350\354 \343

\360\340\364\350\352 \364\363\355\352\366\350\350.`);plot3d(z,x=-3..3,

y=-3..3);\nplot(`\300\342\362\356\360: \313\340\360\350\355 \300\353

\345\352\361\340\355\344\360 \300\353\345\352\361\340\355\344\360\356

\342\350\367 2001 \343.`);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%7|cw|

\\z|\\z|fy|`y|_y|^z|`y|]z|\\z~|_z|^z|hy|ey|az|cy~~~~zG,(*&%\"xG\"\"\"%

\"yGF(!\"$*$)F'\"\"$F(F(*$)F)F-F(F(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6

#%:|hw|[y|dy|_y|`y|gy~|ey|[z|cy|]z|cy|bz|`y|\\z|ey|cy|`y~|]z|iy|bz|ey|

cy.G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%6|jw|`y|[z|]y|[y~|jy|[z|iy|c

y|by|]y|iy|_y|hy|[y~|jy|iy~|`zG,&%\"yG!\"$*&\"\"$\"\"\")%\"xG\"\"#F*F*

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%6|jw|`y|[z|]y|[y~|jy|[z|iy|cy|by

|]y|iy|_y|hy|[y~|jy|iy~|^zG,&%\"xG!\"$*&\"\"$\"\"\")%\"yG\"\"#F*F*" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|[x|`y|cz|[y|`y|gy~|\\z|cy|\\z|]z|`y

|gy|^z~|^z|[z|[y|]y|hy|`y|hy|cy|dy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "

6#<$,&%\"xG!\"$*&\"\"$\"\"\")%\"yG\"\"#F)F)/,&F+F&*&F(F))F%F,F)F)\"\"!

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"xG$\"\"!F&" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#/%\"yG$\"\"!F&" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%

\"xG$\"\"\"\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"yG$\"\"\"\"\"!

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%C|hw|[y|dy|_y|`y|gy~|]y|]z|iy|[z|

fz|`y~|jy|[z|iy|cy|by|]y|iy|_y|hy|fz|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy.G" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%6|]w|]z|iy|[z|[y~|jy|[z|iy|cy|by|]y|

iy|_y|hy|[y~|jy|iy~|`zG,$%\"xG\"\"'" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6

#/%6|]w|]z|iy|[z|[y~|jy|[z|iy|cy|by|]y|iy|_y|hy|[y~|jy|iy~|^zG,$%\"yG

\"\"'" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%4|\\x|gy|`y|cz|[y|hy|hy|[y~

|jy|[z|iy|cy|by|]y|iy|_y|hy|[yG!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6

#%J|_w|fy~|iy|jy|[z|`y|_y|`y|fy|`y|hy|cy~|`z|[y|[z|[y|ey|]z|`y|[z|[y~|

ey|[z|cy|]z|cy|bz|`y|\\z|ey|iy|dy~|]z|iy|bz|ey|cyG" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%;|[z|[y|\\z|\\z|gy|iy|]z|[z|cy|gy|by|hy|[y|ey|cy~|]y

|fz|[z|[y|ay|`y|hy|cy|dy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"VG,&

*&-%%DiffG6$,(*&%\"xG\"\"\"%\"yGF-!\"$*$)F,\"\"$F-F-*$)F.F2F-F--%\"$G6

$F,\"\"#F--F(6$F*-F66$F.F8F-F-*$)-F(6%F*F,F.F8F-!\"\"" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#VVG-%%DiffG6$,(*&%\"xG\"\"\"%\"yGF+!\"$*$)F*\"

\"$F+F+*$)F,F0F+F+-%\"$G6$F*\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%

(|]w~|]z|iy|bz|ey|`yG" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"|`zG$\"\"

!F&" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"|^zG$\"\"!F&" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%I|_z|^z|hy|ey|az|cy~|hy|`y~|cy|gy|`y|`y|]z~|hy|

cy~|gy|[y|ey|\\z|cy|gy|^z|gy|[y~|hy|cy~|gy|cy|hy|cy|gy|^z|gy|[yG" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"VG$!\"*\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/%#VVG$\"\"!F&" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%)|]z

.|ey.~V<0G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%(|]w~|]z|iy|bz|ey|`yG" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"|`zG$\"\"\"\"\"!" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"|^zG$\"\"\"\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#%5|_z|^z|hy|ey|az|cy~|cy|gy|`y|`y|]z~|gy|cy|hy|cy|gy|^z|gyG" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"VG$\"#F\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/%#VVG$\"\"'\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%0

|]z.|ey.~V>0~|cy~VV>0G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%1|bw|hy|[y

|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cyG$!\"\"\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#%9|jw|iy|\\z|]z|[z|iy|cy|gy~|^y|[z|[y|_z|cy|ey~|_z|^z|h

y|ey|az|cy|cy.G" }}{PARA 13 "" 1 "" {GLPLOT3D 400 300 300 {PLOTDATA 3 

"6$-%%GRIDG6%;$!\"$\"\"!$\"\"$F)F&X,%)anythingG6\"6\"][[[[]\\q\\bm\":

\":C054400000000000C052230000000000C050480000000000C04D520000000000C04

A800000000000C0480E0000000000C045F00000000000C0441A0000000000C04280000

0000000C041160000000000C03FA00000000000C03D440000000000C03B00000000000

0C038BC0000000000C036600000000000C033D40000000000C031000000000000C02B9

80000000000C024400000000000C017900000000000BFF000000000000040129000000

00000402640000000000040328C0000000000403B000000000000C052230000000000C

050120000000000C04C860000000000C049600000000000C046A60000000000C0444C0

000000000C042460000000000C040880000000000C03E0C0000000000C03B680000000

000C0390C0000000000C036E00000000000C034CC0000000000C032B80000000000C03

08C0000000000C02C600000000000C027180000000000C021100000000000C01430000

0000000BFF0000000000000400DA000000000004022500000000000402EE8000000000

04036B00000000000403EF40000000000C050480000000000C04C860000000000C0490

00000000000C045F20000000000C043500000000000C0410E0000000000C03E4000000

00000C03AF40000000000C038200000000000C035AC0000000000C033800000000000C

031840000000000C02F400000000000C02B780000000000C027800000000000C023280

000000000C01C800000000000C011300000000000BFF00000000000004006E00000000

000401D80000000000040294800000000004032C000000000004039CC0000000000404

0F00000000000C04D520000000000C049600000000000C045F20000000000C042FC000

0000000C040720000000000C03C900000000000C038E40000000000C035C8000000000

0C033240000000000C030E00000000000C02DC80000000000C02A300000000000C026C

80000000000C023600000000000C01F900000000000C017A00000000000C00D2000000

00000BFF00000000000004000E00000000000401720000000000040243800000000004

02E60000000000040351C0000000000403BF800000000004041EE0000000000C04A800

000000000C046A60000000000C043500000000000C040720000000000C03C000000000

000C037DC0000000000C034600000000000C031740000000000C02E000000000000C02

9D80000000000C026400000000000C023080000000000C020000000000000C019F0000

0000000C013800000000000C008A00000000000BFF00000000000003FF740000000000

04011800000000000401F70000000000040280000000000004030E400000000004036A

00000000000403D4C00000000004042800000000000C0480E0000000000C0444C00000

00000C0410E0000000000C03C900000000000C037DC0000000000C033E80000000000C

0309C0000000000C02BC00000000000C027380000000000C023700000000000C020380

000000000C01AC00000000000C015700000000000C010200000000000C004E00000000

000BFF00000000000003FEC80000000000040094000000000004017900000000000402

2600000000000402A4800000000004031D800000000004037640000000000403DE0000

00000004042B20000000000C045F00000000000C042460000000000C03E40000000000

0C038E40000000000C034600000000000C0309C0000000000C02B000000000000C025E

80000000000C021C00000000000C01CB00000000000C017000000000000C0121000000

00000C00B000000000000C001E00000000000BFF00000000000003FDB0000000000004

0010000000000004010D00000000000401B0000000000004023B80000000000402B400

00000000040322400000000004037800000000000403DCC00000000004042900000000

000C0441A0000000000C040880000000000C03AF40000000000C035C80000000000C03

1740000000000C02BC00000000000C025E80000000000C021300000000000C01AD0000

0000000C014C00000000000C00FA00000000000C007400000000000BFFF40000000000

0BFF00000000000003FA80000000000003FF480000000000040066000000000004012C

00000000000401C3000000000004023F00000000000402B1800000000004031E000000

0000040370C0000000000403D2800000000004042260000000000C042800000000000C

03E0C0000000000C038200000000000C033240000000000C02E000000000000C027380

000000000C021C00000000000C01AD00000000000C014000000000000C00D600000000

000C005000000000000BFFC400000000000BFF0000000000000BFCE0000000000003FE

40000000000003FFAC0000000000040080000000000004012D00000000000401B80000

00000004023380000000000402A0000000000004031240000000000403620000000000

0403C0C00000000004041800000000000C041160000000000C03B680000000000C035A

C0000000000C030E00000000000C029D80000000000C023700000000000C01CB000000

00000C014C00000000000C00D600000000000C004400000000000BFFAC00000000000B

FF0000000000000BFDB0000000000003FC40000000000003FEA8000000000003FFB000

0000000004006A00000000000401160000000000040195000000000004021C00000000

000402828000000000040300800000000004034D40000000000403A900000000000404

0AA0000000000C03FA00000000000C0390C0000000000C033800000000000C02DC8000

0000000C026400000000000C020380000000000C017000000000000C00FA0000000000

0C005000000000000BFFAC00000000000BFF0000000000000BFE0800000000000BFC00

000000000003FD10000000000003FE80000000000003FF6C0000000000040030000000

00000400DA000000000004016000000000000401F7000000000004025C000000000004

02D48000000000040334000000000004038CC0000000000403F600000000000C03D440

000000000C036E00000000000C031840000000000C02A300000000000C023080000000

000C01AC00000000000C012100000000000C007400000000000BFFC400000000000BFF

0000000000000BFE0800000000000BFCC000000000000BF900000000000003FC800000

00000003FDF0000000000003FEF0000000000003FFBC00000000000400700000000000

04011F00000000000401AA000000000004022F80000000000402A20000000000040317

C00000000004036D80000000000403D3C0000000000C03B000000000000C034CC00000

00000C02F400000000000C026C80000000000C020000000000000C015700000000000C

00B000000000000BFFF400000000000BFF0000000000000BFDB000000000000BFC0000

000000000BF9000000000000000000000000000003F900000000000003FC0000000000

0003FDB0000000000003FF00000000000003FFF400000000000400B000000000000401

570000000000040200000000000004026C80000000000402F4000000000004034CC000

0000000403B000000000000C038BC0000000000C032B80000000000C02B78000000000

0C023600000000000C019F00000000000C010200000000000C001E00000000000BFF00

00000000000BFCE0000000000003FC40000000000003FD10000000000003FC80000000

000003F90000000000000BFC4000000000000BFCE000000000000BFC00000000000003

FD10000000000003FF080000000000040022000000000004010400000000000401A100

0000000004023700000000000402B8800000000004032C000000000004038C40000000

000C036600000000000C0308C0000000000C027800000000000C01F900000000000C01

3800000000000C004E00000000000BFF00000000000003FA80000000000003FE400000

00000003FEA8000000000003FE80000000000003FDF0000000000003FC000000000000

0BFCE000000000000BFE0000000000000BFE2800000000000BFD80000000000003FCA0

000000000003FF40000000000004006E00000000000401480000000000040204800000

0000040280000000000004030CC00000000004036A00000000000C033D40000000000C

02C600000000000C023280000000000C017A00000000000C008A00000000000BFF0000

0000000003FDB0000000000003FF48000000000003FFAC000000000003FFB000000000

0003FF6C000000000003FEF0000000000003FDB000000000000BFC0000000000000BFE

2800000000000BFEB000000000000BFEA800000000000BFDC0000000000003FDB00000

00000003FFD800000000000400F600000000000401B0000000000004024D8000000000

0402E1000000000004034AC0000000000C031000000000000C027180000000000C01C8

00000000000C00D200000000000BFF00000000000003FEC80000000000040010000000

00000400660000000000040080000000000004006A0000000000040030000000000003

FFBC000000000003FF00000000000003FD1000000000000BFD8000000000000BFEA800

000000000BFF0000000000000BFE9800000000000BFC00000000000003FF1C00000000

000400800000000000040169000000000004022400000000000402B180000000000403

3000000000000C02B980000000000C021100000000000C011300000000000BFF000000

00000003FF740000000000040094000000000004010D000000000004012C0000000000

04012D000000000004011600000000000400DA0000000000040070000000000003FFF4

000000000003FF08000000000003FCA000000000000BFDC000000000000BFE98000000

00000BFE9000000000000BFD30000000000003FE80000000000004003A000000000004

013A0000000000040206800000000004028E000000000004031B40000000000C024400

000000000C014300000000000BFF00000000000004000E000000000004011800000000

0004017900000000000401B000000000000401C300000000000401B800000000000401

950000000000040160000000000004011F00000000000400B000000000000400220000

00000003FF40000000000003FDB000000000000BFC0000000000000BFD300000000000

000000000000000003FEB80000000000040030000000000004012900000000000401F0

0000000000040279800000000004030E00000000000C017900000000000BFF00000000

000004006E000000000004017200000000000401F70000000000040226000000000004

023B800000000004023F0000000000040233800000000004021C00000000000401F700

000000000401AA00000000000401570000000000040104000000000004006E00000000

0003FFD8000000000003FF1C000000000003FE80000000000003FEB8000000000003FF

88000000000004006E000000000004013C00000000000401F700000000000402770000

000000040309C0000000000BFF0000000000000400DA00000000000401D80000000000

040243800000000004028000000000000402A480000000000402B400000000000402B1

80000000000402A00000000000040282800000000004025C000000000004022F800000

000004020000000000000401A1000000000004014800000000000400F6000000000004

0080000000000004003A0000000000040030000000000004006E000000000004010000

0000000004017900000000000402140000000000040289800000000004031000000000

000401290000000000040225000000000004029480000000000402E600000000000403

0E400000000004031D8000000000040322400000000004031E00000000000403124000

00000004030080000000000402D480000000000402A2000000000004026C8000000000

040237000000000004020480000000000401B00000000000040169000000000004013A

0000000000040129000000000004013C000000000004017900000000000401E6000000

000004024480000000000402B400000000000403224000000000040264000000000004

02EE800000000004032C0000000000040351C00000000004036A000000000004037640

000000000403780000000000040370C000000000040362000000000004034D40000000

000403340000000000040317C0000000000402F400000000000402B880000000000402

80000000000004024D8000000000040224000000000004020680000000000401F00000

0000000401F70000000000040214000000000004024480000000000402900000000000

0402F980000000000403420000000000040328C00000000004036B000000000004039C

C0000000000403BF80000000000403D4C0000000000403DE00000000000403DCC00000

00000403D280000000000403C0C0000000000403A9000000000004038CC00000000004

036D800000000004034CC00000000004032C000000000004030CC0000000000402E100

000000000402B1800000000004028E0000000000040279800000000004027700000000

0004028980000000000402B400000000000402F9800000000004032E80000000000403

70C0000000000403B000000000000403EF400000000004040F000000000004041EE000

000000040428000000000004042B200000000004042900000000000404226000000000

040418000000000004040AA0000000000403F600000000000403D3C0000000000403B0

000000000004038C400000000004036A000000000004034AC000000000040330000000

000004031B400000000004030E0000000000040309C000000000040310000000000004

032240000000000403420000000000040370C0000000000403B000000000000-%+AXES

LABELSG6%%\"xG%\"yGQ!6\"" 1 2 0 1 10 0 2 1 1 4 2 1.000000 61.000000 

-34.000000 0 0 "Curve 1" }}}{PARA 8 "" 1 "" {TEXT -1 26 "Plotting erro

r, empty plot" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}

{MARK "0 0 0" 1440 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 1 1 1 1 }{PAGENUMBERS 0 

1 2 33 1 1 }




_1061720440/������������ ��������������.mws
{VERSION 2 3 "IBM INTEL NT" "2.3" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }

{CSTYLE "" -1 256 "" 1 18 3 1 148 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }{PSTYLE "Normal

" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }0 0 0 -1 

-1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }{PSTYLE "Heading 1" 0 3 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 

1 18 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 }1 0 0 0 6 6 0 0 0 0 0 0 -1 0 }{PSTYLE 

"Maple Output" 0 11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 }3 3 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }{PSTYLE "Maple Plot" 0 13 1 

{CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }3 0 0 -1 -1 -1 0 0 

0 0 0 0 -1 0 }}

{SECT 0 {SECT 1 {PARA 3 "" 0 "" {TEXT -1 24 "\324\356\360\354\363\353

\340 \357\360\377\354\356\363\343\356\353\374\355\350\352\356\342." }}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 9 "restart:\n" }{TEXT -1 32 "

\302\342\345\344\350\362\345 \357\356\344\350\362\345\343\360\340\353

\374\355\363\376 \364\363\355\352\366\350\376: " }{MPLTEXT 1 0 19 "y:=

(x^3+16)^(1/2):\n" }{TEXT -1 38 "\302\342\345\344\350\362\345 \355\350

\346\355\350\351 \357\360\345\344\345\353 \350\355\362\345\343\360\350

\360\356\342\340\355\350\377: " }{MPLTEXT 1 0 7 "a:=-2:\n" }{TEXT -1 

39 "\302\342\345\344\350\362\345 \342\345\360\365\355\350\351 \357\360

\345\344\345\353 \350\355\362\345\343\360\350\360\356\342\340\355\350

\377: " }{MPLTEXT 1 0 6 "b:=8:\n" }{TEXT -1 34 "\302\342\345\344\350

\362\345 \367\350\361\353\356 \356\362\360\345\347\352\356\342 \360

\340\347\341\350\345\355\350\377: " }{MPLTEXT 1 0 841 "n:=20:\nprint(`

\317\360\350\341\353\350\346\345\355\355\356\345 \342\373\367\350\361

\353\345\355\350\345 \356\357\360\345\344\345\353\345\355\355\356\343

\356 \350\355\362\345\343\360\340\353\340`);Int(y,x=a..b);print(`\327

\350\361\353\356 \356\362\360\345\347\352\356\342 \360\340\347\341\350

\345\355\350 \356\362\360\345\347\352\340 \350\355\362\345\343\360\350

\360\356\342\340\355\350`-n);print(`\317\360\350\354\345\355\350\354 \+

\364\356\360\354\363\353\363 \357\360\354\356\363\343\356\353\374\355

\350\352\356\342:`);dx:=(b-a)/n: for i from 1 to n do\nprint(`\330\340

\343 \360\340\347\341\350\345\355\350`-i);X[i]:=a+dx*i: print(`\322

\345\352\363\371\345\345 \347\355\340\367\345\355\350\345 \340\360\343

\363\354\345\355\362\340:`);x:=X[i]:print(`\322\345\352\363\371\345

\345 \347\355\340\367\345\355\350\345 \364\363\355\352\366\350\350:`);

Y[i]:=evalf(y); od;i:='i':print(`\317\360\350\341\353\350\346\345\355

\355\356\345 \347\355\340\367\345\355\350\345 \350\355\362\345\343\360

\340\353\340 \357\360\350 \347\340\344\340\355\355\373\365 \363\361

\353\356\342\350\365:`);y1:=dx*sum(Y[i],i=1..n);print(`\322\356\367

\355\356\345 \347\355\340\367\345\355\350\345 \375\362\356\343\356 \+

\350\355\362\345\343\360\340\353\340:`);x:='x':tz:=evalf(int(y,x=a..b)

):if type(tz,realcons)=true then print(tz); print(`\316\370\350\341

\352\340 \361\356\361\362\340\342\350\353\340:`); abs(tz-y1); print(`

\367\362\356 \361\356\361\362\340\342\350\362`); abs(tz-y1)/abs(tz)*10

0; print(`\357\360\356\366\345\355\362\356\342.`);else print(`\315\345

\342\356\347\354\356\346\355\356 \357\356\361\367\350\362\340\362\374 \+

\340\355\340\353\350\362\350\367\345\361\352\350.`); fi;print(`\304

\353 \363\354\345\355\374\370\345\355\350 \356\370\350\341\352\350 \+

\354\356\346\355\356 \363\342\345\353\350\367\350\362\374 \367\350\361

\353\356 \356\362\360\345\347\352\356\342 \360\340\347\341\350\345\355

\350`);print(`\300\342\362\356\360: \313\340\360\350\355 \300\353\345

\352\361\340\355\344\360 \300\353\345\352\361\340\355\344\360\356\342

\350\367 2001 \343.`);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%P|jw|[z|cy|

\\y|fy|cy|ay|`y|hy|hy|iy|`y~|]y|fz|bz|cy|\\z|fy|`y|hy|cy|`y~|iy|jy|[z|

`y|_y|`y|fy|`y|hy|hy|iy|^y|iy~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|[yG" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#-%$IntG6$*$,&*$%\"xG\"\"$\"\"\"\"#;F+#F+\"\"

#/F);!\"#\"\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&%N|bx|cy|\\z|fy|iy

~|iy|]z|[z|`y|by|ey|iy|]y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cy~|iy|]z|[z|`y|by|ey

|[y~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|cy|[z|iy|]y|[y|hy|cyG\"\"\"!#?F%" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%A|jw|[z|cy|gy|`y|hy|cy|gy~|_z|iy|[z|gy|^z|fy|^z

~|jy|[z|gy|iy|^z|^y|iy|fy|gz|hy|cy|ey|iy|]y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"\"F%" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"\"#!\"$\"\"#" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|c

y|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%\"xG#!\"$\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|

`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"\"$\"+,w;`N!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"#F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"#!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y

|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG!

\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy

|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"#$\"+YL)H(Q!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"$F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"$#!\"\"\"\"#" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|c

y|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%\"xG#!\"\"\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz

|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"$$\"+kVM%)R!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"%F%

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"%\"\"!" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y

~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"

xG\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by

|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"%$\"+++++S!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"&F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"&#\"\"\"\"\"#" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|c

y|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%\"xG#\"\"\"\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|d

z|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"&$\"+,Yf:S!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"'F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"'\"\"\"" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|

[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG

\"\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|

hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"'$\"+Ec5BT!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"(F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"(#\"\"$\"\"#" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|c

y|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%\"xG#\"\"$\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz

|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"($\"+;Uq,W!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\")F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\")\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y

|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\")$\"+'[z*)*[!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"*F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"*#\"\"&\"\"#" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|c

y|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

>%\"xG#\"\"&\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz

|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"*$\"+S4hBc!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#5F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#5\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|

[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#5$\"+C&Qub'!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#6F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#6#\"\"(\"\"#" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y

~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"

xG#\"\"(\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|

`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#6$\"+EY+tw!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#7F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#7\"\"%" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|

[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#7$\"+5>FW*)!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#8F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#8#\"\"*\"\"#" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y

~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"

xG#\"\"*\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|

`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#8$\"+x?,N5!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#9F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#9\"\"&" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|

[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"&" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#9$\"+4UV(=\"!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#:F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#:#\"#6\"\"#" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y

~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"

xG#\"#6\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`

y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#:$\"+%)GY]8!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#;F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#;\"\"'" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|

[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"'" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#;$\"+@Y:B:!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#<F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#<#\"#8\"\"#" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y

~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"

xG#\"#8\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`

y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#<$\"+8Fx/<!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#=F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#=\"\"(" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|

[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#=$\"+K&HZ*=!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#>F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#>#\"#:\"\"#" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y

~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"

xG#\"#:\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`

y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#>$\"+'HYD4#!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#?F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#?\"\")" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|

[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#?$\"+f]#yH#!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#%V|jw|[z|cy|\\y|fy|cy|ay|`y|hy|hy|iy|`y~|by|hy|[y|bz|`y

|hy|cy|`y~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|[y~|jy|[z|cy~|by|[y|_y|[y|hy|hy|fz|

`z~|^z|\\z|fy|iy|]y|cy|`z:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#y1G$

\"+g*y`i*!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%A|]x|iy|bz|hy|iy|`y~

|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|hz|]z|iy|^y|iy~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|[y:G

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+CsF<\"*!\")" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%2|iw|cz|cy|\\y|ey|[y~|\\z|iy|\\z|]z|[y|]y|cy|fy|[y:G

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"*O<53&!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#%-|bz|]z|iy~|\\z|iy|\\z|]z|[y|]y|cy|]zG" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+rZ&Hd&!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

%+|jy|[z|iy|az|`y|hy|]z|iy|]y.G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%fn

|_w|fy~|^z|gy|`y|hy|gz|cz|`y|hy|cy~|iy|cz|cy|\\y|ey|cy~|gy|iy|ay|hy|iy

~|^z|]y|`y|fy|cy|bz|cy|]z|gz~|bz|cy|\\z|fy|iy~|iy|]z|[z|`y|by|ey|iy|]y

~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%M|[w|]

y|]z|iy|[z:~|fw|[y|[z|cy|hy~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy|_y|[z~|[w|fy|`y|ey|

\\z|[y|hy|_y|[z|iy|]y|cy|bz~2001~|^y.G" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }}}{SECT 1 {PARA 3 

"" 0 "" {TEXT -1 17 "\324\356\360\354\363\353\340 \362\360\340\357\345

\366\350\351." }}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 9 "restart:\n" 

}{TEXT -1 33 "\302\342\345\344\350\362\345 \357\356\344\350\355\362

\345\343\360\340\353\374\355\363\376 \364\363\355\352\366\350\376: " }

{MPLTEXT 1 0 19 "y:=(x^3+16)^(1/2):\n" }{TEXT -1 38 "\302\342\345\344

\350\362\345 \355\350\346\355\350\351 \357\360\345\344\345\353 \350

\355\362\345\343\360\350\360\356\342\340\355\350\377: " }{MPLTEXT 1 0 

7 "a:=-2:\n" }{TEXT -1 39 "\302\342\345\344\350\362\345 \342\345\360

\365\355\350\351 \357\360\345\344\345\353 \350\355\362\345\343\360\350

\360\356\342\340\355\350\377: " }{MPLTEXT 1 0 6 "b:=8:\n" }{TEXT -1 

34 "\302\342\345\344\350\362\345 \367\350\361\353\356 \356\362\360\345

\347\352\356\342 \360\340\347\341\350\345\355\350\377: " }{MPLTEXT 1 

0 854 "n:=10:\nprint(`\317\360\350\341\353\350\346\345\355\355\356\345

 \342\373\367\350\361\353\345\355\350\345 \356\357\360\345\344\345\353

\345\355\355\356\343\356 \350\355\362\345\343\360\340\353\340`);Int(y,

x=a..b);print(`\327\350\361\353\356 \356\362\360\345\347\352\356\342 \+

\360\340\347\341\350\345\355\350 \356\362\360\345\347\352\340 \350\355

\362\345\343\360\350\360\356\342\340\355\350`-n);print(`\317\360\350

\354\345\355\350\354 \364\356\360\354\363\353\363 \362\360\340\357\345

\366\350\351:`);dx:=(b-a)/n: for i from 0 to n do\nprint(`\330\340\343

 \360\340\347\341\350\345\355\350`-i);X[i]:=a+dx*i: print(`\322\345

\352\363\371\345\345 \347\355\340\367\345\355\350\345 \340\360\343\363

\354\345\355\362\340:`);x:=X[i]:print(`\322\345\352\363\371\345\345 \+

\347\355\340\367\345\355\350\345 \364\363\355\352\366\350\350:`);Y[i]:

=evalf(y); od;i:='i':print(`\317\360\350\341\353\350\346\345\355\355

\356\345 \347\355\340\367\345\355\350\345 \350\355\362\345\343\360\340

\353\340 \357\360\350 \347\340\344\340\355\355\373\365 \363\361\353

\356\342\350\365:`);y2:=dx*(sum(Y[i],i=1..n-1)+(Y[0]+Y[n])/2);print(`

\322\356\367\355\356\345 \347\355\340\367\345\355\350\345 \375\362\356

\343\356 \350\355\362\345\343\360\340\353\340:`);x:='x':tz:=evalf(int(

y,x=a..b)):if type(tz,realcons)=true then print(tz); print(`\316\370

\350\341\352\340 \361\356\361\362\340\342\350\353\340:`); abs(tz-y2); \+

print(`\367\362\356 \361\356\361\362\340\342\350\362`); abs(tz-y2)/abs

(tz)*100; print(`\357\360\356\366\345\355\362\356\342.`);else print(`

\315\345\342\356\347\354\356\346\355\356 \357\356\361\367\350\362\340

\362\374 \340\355\340\353\350\362\350\367\345\361\352\350.`); fi;print

(`\304\353 \363\354\345\355\374\370\345\355\350 \356\370\350\341\352

\350 \354\356\346\355\356 \363\342\345\353\350\367\350\362\374 \367

\350\361\353\356 \356\362\360\345\347\352\356\342 \360\340\347\341\350

\345\355\350`);print(`\300\342\362\356\360: \313\340\360\350\355 \300

\353\345\352\361\340\355\344\360 \300\353\345\352\361\340\355\344\360

\356\342\350\367 2001 \343.`);\n" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%P

|jw|[z|cy|\\y|fy|cy|ay|`y|hy|hy|iy|`y~|]y|fz|bz|cy|\\z|fy|`y|hy|cy|`y~

|iy|jy|[z|`y|_y|`y|fy|`y|hy|hy|iy|^y|iy~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|[yG" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#-%$IntG6$*$,&*$%\"xG\"\"$\"\"\"\"#;F

+#F+\"\"#/F);!\"#\"\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&%N|bx|cy|

\\z|fy|iy~|iy|]z|[z|`y|by|ey|iy|]y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cy~|iy|]z|[z

|`y|by|ey|[y~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|cy|[z|iy|]y|[y|hy|cyG\"\"\"!#5F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%;|jw|[z|cy|gy|`y|hy|cy|gy~|_z|iy|[z|g

y|^z|fy|^z~|]z|[z|[y|jy|`y|az|cy|dy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 

"6#%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"!!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%

<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|

]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG!\"#" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|

_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"

\"!$\"+DrUGG!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|

[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"\"F%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6

#>&%\"XG6#\"\"\"!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^

z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z

|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"\"$

\"+YL)H(Q!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|

by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"#F%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%

\"XG6#\"\"#\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|

`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 

"6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy

|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"#$\"+++++S!\"*" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy

|cyG\"\"\"!\"$F%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"$\"\"

\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[

y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`

y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"$$\"+Ec5BT!\"*" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"

\"!\"%F%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"%\"\"#" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`

y|hy|cy|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>%\"xG\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz

|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"%$\"+'[z*)*[!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"&F%

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"&\"\"$" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y

~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"

xG\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by

|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"&$\"+C&Qub'!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"'F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"'\"\"%" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y

|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"'$\"+5>FW*)!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"(F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"(\"\"&" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y

|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"&" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"($\"+4UV(=\"!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\")F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\")\"\"'" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y

|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"'" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\")$\"+@Y:B:!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"*F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"*\"\"(" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y

|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"*$\"+K&HZ*=!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#5F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#5\"\")" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|

[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#5$\"+f]#yH#!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#%V|jw|[z|cy|\\y|fy|cy|ay|`y|hy|hy|iy|`y~|by|hy|[y|bz|`y

|hy|cy|`y~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|[y~|jy|[z|cy~|by|[y|_y|[y|hy|hy|fz|

`z~|^z|\\z|fy|iy|]y|cy|`z:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#y2G$

\"+P,LN\"*!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%A|]x|iy|bz|hy|iy|`y

~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|hz|]z|iy|^y|iy~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|[y:

G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+CsF<\"*!\")" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%2|iw|cz|cy|\\y|ey|[y~|\\z|iy|\\z|]z|[y|]y|cy|fy|[y:

G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\")8H0=!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#%-|bz|]z|iy~|\\z|iy|\\z|]z|[y|]y|cy|]zG" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+Fs2!)>!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%

+|jy|[z|iy|az|`y|hy|]z|iy|]y.G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%fn|

_w|fy~|^z|gy|`y|hy|gz|cz|`y|hy|cy~|iy|cz|cy|\\y|ey|cy~|gy|iy|ay|hy|iy~

|^z|]y|`y|fy|cy|bz|cy|]z|gz~|bz|cy|\\z|fy|iy~|iy|]z|[z|`y|by|ey|iy|]y~

|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%M|[w|]y

|]z|iy|[z:~|fw|[y|[z|cy|hy~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy|_y|[z~|[w|fy|`y|ey|

\\z|[y|hy|_y|[z|iy|]y|cy|bz~2001~|^y.G" }}}}{SECT 1 {PARA 3 "" 0 "" 

{TEXT -1 27 "\324\356\360\354\363\353\340 \357\340\360\340\341\356\353

 (\321\350\354\357\361\356\355\340)." }}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 9 "restart:\n" }{TEXT -1 32 "\302\342\345\344\350\362\345

 \357\356\344\350\355\362\345\343\360\340\353\374\355\363\376 \364\363

\355\352\366\350\376:" }{MPLTEXT 1 0 20 " y:=(x^3+16)^(1/2):\n" }

{TEXT -1 37 "\302\342\345\344\350\362\345 \355\350\346\355\350\351 \+

\357\360\345\344\345\353 \350\355\362\345\343\360\350\360\356\342\340

\355\350\377:" }{MPLTEXT 1 0 8 " a:=-2:\n" }{TEXT -1 38 "\302\342\345

\344\350\362\345 \342\345\360\365\355\350\351 \357\360\345\344\345\353

 \350\355\362\345\343\360\350\360\356\342\340\355\350\377:" }{MPLTEXT 

1 0 7 " b:=8:\n" }{TEXT -1 8 "\302\342\345\344\350\362\345 " }{TEXT 

256 6 "\367\345\362\355\356\345" }{TEXT -1 31 " \367\350\361\353\356 \+

\356\362\360\345\347\352\356\342 \350\355\362\345\343\360\350\360\356

\342\340\355\350\377:" }{MPLTEXT 1 0 948 " n:=10:\nprint(`\317\360\350

\341\353\350\346\345\355\355\356\345 \342\373\367\350\361\353\345\355

\350\345 \356\357\360\345\344\345\353\345\355\355\356\343\356 \350\355

\362\345\343\360\340\353\340`);Int(y,x=a..b);print(`\327\350\361\353

\356 \356\362\360\345\347\352\356\342 \360\340\347\341\350\345\355\350

 \356\362\360\345\347\352\340 \350\355\362\345\343\360\350\360\356\342

\340\355\350`-n);print(`\317\360\350\354\345\355\350\354 \364\356\360

\354\363\353\363 \321\350\354\357\361\356\355\340:`);dx:=(b-a)/n: for \+

i from 0 to n do\nprint(`\330\340\343 \360\340\347\341\350\345\355\350

`-i);X[i]:=a+dx*i: print(`\322\345\352\363\371\345\345 \347\355\340

\367\345\355\350\345 \340\360\343\363\354\345\355\362\340:`);x:=X[i]:p

rint(`\322\345\352\363\371\345\345 \347\355\340\367\345\355\350\345 \+

\364\363\355\352\366\350\350:`);Y[i]:=evalf(y); od;i:='i':print(`\317

\360\350\341\353\350\346\345\355\355\356\345 \347\355\340\367\345\355

\350\345 \350\355\362\345\343\360\340\353\340 \357\360\350 \347\340

\344\340\355\355\373\365 \363\361\353\356\342\350\365:`);s1:=0:s2:=0:f

or k from 2 to n-2 by 2 do s1:=Y[k]+s1: od:  for t from 1 to n-1 by 2 \+

do s2:=Y[t]+s2: od: y3:=dx/3*(2*s1+4*s2+Y[0]+Y[n]);\nprint(`\322\356

\367\355\356\345 \347\355\340\367\345\355\350\345 \375\362\356\343\356

 \350\355\362\345\343\360\340\353\340:`);x:='x':tz:=evalf(int(y,x=a..b

)):if type(tz,realcons)=true then print(tz); print(`\316\370\350\341

\352\340 \361\356\361\362\340\342\350\353\340:`); abs(tz-y3); print(`

\367\362\356 \361\356\361\362\340\342\350\362`); abs(tz-y3)/abs(tz)*10

0; print(`\357\360\356\366\345\355\362\356\342.`);else print(`\315\345

\342\356\347\354\356\346\355\356 \357\356\361\367\350\362\340\362\374 \+

\340\355\340\353\350\362\350\367\345\361\352\350.`); fi;print(`\304

\353 \363\354\345\355\374\370\345\355\350 \356\370\350\341\352\350 \+

\354\356\346\355\356 \363\342\345\353\350\367\350\362\374 \367\350\361

\353\356 \356\362\360\345\347\352\356\342 \360\340\347\341\350\345\355

\350`);print(`\300\342\362\356\360: \313\340\360\350\355 \300\353\345

\352\361\340\355\344\360 \300\353\345\352\361\340\355\344\360\356\342

\350\367 2001 \343.`);\n" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%P|jw|[z|c

y|\\y|fy|cy|ay|`y|hy|hy|iy|`y~|]y|fz|bz|cy|\\z|fy|`y|hy|cy|`y~|iy|jy|[

z|`y|_y|`y|fy|`y|hy|hy|iy|^y|iy~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|[yG" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#-%$IntG6$*$,&*$%\"xG\"\"$\"\"\"\"#;F+#F+\"\"

#/F);!\"#\"\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&%N|bx|cy|\\z|fy|iy

~|iy|]z|[z|`y|by|ey|iy|]y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cy~|iy|]z|[z|`y|by|ey

|[y~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|cy|[z|iy|]y|[y|hy|cyG\"\"\"!#5F%" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%;|jw|[z|cy|gy|`y|hy|cy|gy~|_z|iy|[z|gy|^z|fy|^z

~|\\x|cy|gy|jy|\\z|iy|hy|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%-|cx

|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>

&%\"XG6#\"\"!!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz

|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z

|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"!$\"

+DrUGG!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|

\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"\"F%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"

XG6#\"\"\"!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`

y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 

"6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy

|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"\"$\"+YL)H(Q!\"*

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|

hy|cyG\"\"\"!\"#F%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"#\"

\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y

|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"#$\"+++++S!\"*" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"

\"!\"$F%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"$\"\"\"" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`

y|hy|cy|`y~|[y|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>%\"xG\"\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|d

z|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"$$\"+Ec5BT!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"%F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"%\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y

|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"%$\"+'[z*)*[!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"&F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"&\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y

|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"&$\"+C&Qub'!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"'F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"'\"\"%" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y

|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"'$\"+5>FW*)!\"*" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"(F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"(\"\"&" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y

|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"&" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"($\"+4UV(=\"!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\")F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\")\"\"'" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y

|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"'" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\")$\"+@Y:B:!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!\"*F%" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"\"*\"\"(" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y

|[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"\"*$\"+K&HZ*=!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,&%-|cx|[y|^y~|[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG\"\"\"!#5F%" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>&%\"XG6#\"#5\"\")" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%<|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|[y|

[z|^y|^z|gy|`y|hy|]z|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"xG\"

\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|]x|`y|ey|^z|dz|`y|`y~|by|hy|

[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>&%\"YG6#\"#5$\"+f]#yH#!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#%V|jw|[z|cy|\\y|fy|cy|ay|`y|hy|hy|iy|`y~|by|hy|[y|bz|`y

|hy|cy|`y~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|[y~|jy|[z|cy~|by|[y|_y|[y|hy|hy|fz|

`z~|^z|\\z|fy|iy|]y|cy|`z:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#y3G$

\"+#3J_6*!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%A|]x|iy|bz|hy|iy|`y~

|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|hz|]z|iy|^y|iy~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|[y:G

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+CsF<\"*!\")" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%2|iw|cz|cy|\\y|ey|[y~|\\z|iy|\\z|]z|[y|]y|cy|fy|[y:G

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"(Uh/#!\")" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#%-|bz|]z|iy~|\\z|iy|\\z|]z|[y|]y|cy|]zG" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"+unCWA!#6" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%+

|jy|[z|iy|az|`y|hy|]z|iy|]y.G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%fn|_

w|fy~|^z|gy|`y|hy|gz|cz|`y|hy|cy~|iy|cz|cy|\\y|ey|cy~|gy|iy|ay|hy|iy~|

^z|]y|`y|fy|cy|bz|cy|]z|gz~|bz|cy|\\z|fy|iy~|iy|]z|[z|`y|by|ey|iy|]y~|

[z|[y|by|\\y|cy|`y|hy|cyG" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%M|[w|]y|

]z|iy|[z:~|fw|[y|[z|cy|hy~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy|_y|[z~|[w|fy|`y|ey|\\

z|[y|hy|_y|[z|iy|]y|cy|bz~2001~|^y.G" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}{SECT 1 {PARA 3 "" 0 "" {TEXT -1 23 "\324\356

\360\354\363\353\340 \"\362\360\345\365 \342\356\361\374\354\373\365\"

." }}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 9 "restart:\n" }{TEXT -1 

33 "\302\342\345\344\350\362\345 \357\356\344\350\355\362\345\343\360

\340\353\374\355\363\376 \364\363\355\352\366\350\376: " }{MPLTEXT 1 

0 19 "y:=(x^3+16)^(1/2):\n" }{TEXT -1 38 "\302\342\345\344\350\362\345

 \355\350\346\355\350\351 \357\360\345\344\345\353 \350\355\362\345

\343\360\350\360\356\342\340\355\350\377: " }{MPLTEXT 1 0 7 "A:=-2:\n

" }{TEXT -1 39 "\302\342\345\344\350\362\345 \342\345\360\365\355\350

\351 \357\360\345\344\345\353 \350\355\362\345\343\360\350\360\356\342

\340\355\350\377: " }{MPLTEXT 1 0 463 "B:=8:\nprint(`\302\373\367\350

\361\353\345\362\361 \350\355\362\345\343\360\340\353:`);Int(y,x=A..B)

;\nprint(`\303\360\340\364\350\352 \357\356\344\350\355\362\345\343

\360\340\353\374\355\356\351 \364\363\355\352\366\350\350:`);plot(y,x=

A..B);h:=B-A:\nx:=A:\nfor i from 0 to 3 do\nS[i]:=A+h*i/3:x:=S[i]: \nY

[i]:=y:\nod:print(`\317\360\350\341\353\350\346\345\355\355\356\345 \+

\347\355\340\367\345\355\350\345 \350\355\362\345\343\360\340\353\340:

`);\nPZ:=evalf(h*(1/8*Y[0]+3/8*Y[1]+3/8*Y[2]+1/8*Y[3]),15):PZ;x:='x':p

rint(`\322\356\367\355\356\345 \347\355\340\367\345\355\350\345 \350

\355\362\345\343\360\340\353\340:`);\nTZ:=evalf(int(y,x=A..B),15):TZ;p

rint(`\316\370\350\341\352\340 \361\356\361\362\340\342\350\353\340:`)

;\nOS:=evalf(abs(TZ-PZ),15):OS;print(`\300\342\362\356\360: \313\340

\360\350\355 \300\353\345\352\361\340\355\344\360 \300\353\345\352\361

\340\355\344\360\356\342\350\367 2001 \343.`);\n" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#%4|]w|fz|bz|cy|\\z|fy|`y|]z|\\z~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|f

y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#-%$IntG6$*$,&*$%\"xG\"\"$\"\"\"

\"#;F+#F+\"\"#/F);!\"#\"\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%@|^w|[

z|[y|_z|cy|ey~|jy|iy|_y|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|gz|hy|iy|dy~|_z|^z|hy|

ey|az|cy|cy:G" }}{PARA 13 "" 1 "" {INLPLOT "6%-%'CURVESG6$7S7$$!\"#\"

\"!$\"1!>YZ7F%GG!#:7$$!1LLLe%G?y\"F-$\"1tbb$*Rt:KF-7$$!1nmT&esBf\"F-$

\"1J()3qdleMF-7$$!1LL$3s%3z8F-$\"1^-GY\"zul$F-7$$!1LL$e/$Qk6F-$\"148s9

Wa(z$F-7$$!1nm;/\"=q]*!#;$\"1sM)RD36*QF-7$$!1LL$3_>f_(FE$\"1S'Q5Idj%RF

-7$$!1,+](o1YZ&FE$\"149'y*pVzRF-7$$!1KL$3-OJN$FE$\"1s1j)e%G&*RF-7$$!1*

***\\P*o%Q7FE$\"1XInYDw**RF-7$$\"1oLLL3En$*!#<$\"1`@kSF5+SF-7$$\"1pmmT

!RE&GFE$\"13krM1!H+%F-7$$\"1.++]K]4]FE$\"1'*p#e^$o:SF-7$$\"1-++]PAvrFE

$\"1`8S5D\"f/%F-7$$\"1,++]nHi#*FE$\"1WT(y>B\")4%F-7$$\"1nm\"z*ev:6F-$

\"169eLS,qTF-7$$\"1MLL347T8F-$\"17]3&zP4H%F-7$$\"1MLLLY.K:F-$\"1AE4;Rs

EWF-7$$\"1++D\"o7Tv\"F-$\"14Q\\mgrDYF-7$$\"1LLL$Q*o]>F-$\"1k%*)[t/(R[F

-7$$\"1,+D\"=lj;#F-$\"1<A>\")RP:^F-7$$\"1++vV&R<P#F-$\"1*Gl+1pnT&F-7$$

\"1ML$e9Ege#F-$\"1Vl8Pm5qdF-7$$\"1MLeR\"3Gy#F-$\"1RQv%o:y7'F-7$$\"1nm;

/T1&*HF-$\"1]i2%p&GZlF-7$$\"1nm\"zRQb@$F-$\"1e5f(ynw,(F-7$$\"1++v=>Y2M

F-$\"1Y(\\$>E3auF-7$$\"1nm;zXu9OF-$\"1.kEg7$=&zF-7$$\"1+++]y))GQF-$\"1

3i:aC6$\\)F-7$$\"1++]i_QQSF-$\"1p%zfNkw/*F-7$$\"1,+D\"y%3TUF-$\"1qa%=W

Kkg*F-7$$\"1++]P![hY%F-$\"16aH1X5D5!#97$$\"1LLL$Qx$oYF-$\"1nnuls3&3\"F

eu7$$\"1+++v.I%)[F-$\"1oggD5=^6Feu7$$\"1mm\"zpe*z]F-$\"1_,cE.#G@\"Feu7

$$\"1,++D\\'QH&F-$\"1C*yJ'>.#G\"Feu7$$\"1LLe9S8&\\&F-$\"1i=N*QG)[8Feu7

$$\"1,+D1#=bq&F-$\"1HSlD<K?9Feu7$$\"1LLL3s?6fF-$\"1Pv>?j\"=\\\"Feu7$$

\"1++DJXaEhF-$\"1)RG9)=Io:Feu7$$\"1ommm*RRL'F-$\"1j(yi[-Nk\"Feu7$$\"1o

m;a<.YlF-$\"1u([#p-#>s\"Feu7$$\"1NLe9tOcnF-$\"1d+9;3;,=Feu7$$\"1,++]Qk

\\pF-$\"1:kzo`Bv=Feu7$$\"1NL$3dg6<(F-$\"1\\%e#=Jeh>Feu7$$\"1ommmxGptF-

$\"1_jSCo4S?Feu7$$\"1++D\"oK0e(F-$\"1y#>e!\\6D@Feu7$$\"1,+v=5s#y(F-$\"

1B=Dvbs2AFeu7$$\"\")F*$\"16_he]#yH#Feu-%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"\"F*F*

-%+AXESLABELSG6$%\"xG%!G-%%VIEWG6$;F(Fgz%(DEFAULTG" 2 294 294 294 2 0 

1 0 2 9 0 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 2884 0 0 0 0 0 1 }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6

#%A|jw|[z|cy|\\y|fy|cy|ay|`y|hy|hy|iy|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|cy|

hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#$\"0\">L@

YD+*)!#8" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%;|]x|iy|bz|hy|iy|`y~|by|h

y|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|cy|hy|]z|`y|^y|[z|[y|fy|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#$\"0et2Axs6*!#8" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%2|i

w|cz|cy|\\y|ey|[y~|\\z|iy|\\z|]z|[y|]y|cy|fy|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#$\"/nT%*fAq@!#8" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%M|[

w|]y|]z|iy|[z:~|fw|[y|[z|cy|hy~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy|_y|[z~|[w|fy|`y|

ey|\\z|[y|hy|_y|[z|iy|]y|cy|bz~2001~|^y.G" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "

" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}}{MARK "0" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 }




_1061718407/����.mws
{VERSION 2 3 "IBM INTEL NT" "2.3" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 

2 2 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 

1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 }3 3 0 0 0 

0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 12 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Ti

mes" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 }1 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }

{PSTYLE "Maple Plot" -1 13 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 

2 2 2 2 2 1 1 1 }3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 9 "restart:\n" }{TEXT 

-1 17 "\302\342\345\344\350\362\345 \364\363\355\352\366\350\376: " }

{MPLTEXT 1 0 13 "y:=cos(x)^2;\n" }{TEXT -1 33 "\302\342\345\344\350

\362\345 \367\350\361\353\356 \367\353\345\355\356\342 \360\340\347

\353\356\346\345\355\350\377: " }{MPLTEXT 1 0 6 "d:=8:\n" }{TEXT -1 

29 "\324\363\355\352\366\350\377 \342\373\367\350\361\353\377\345\362

\361\377 \342 \362\356\367\352\345: " }{MPLTEXT 1 0 9 "x1:=0.5:\n" }

{TEXT -1 46 "\320\340\347\353\356\346\345\355\350\345 \342 \360\377

\344 \322\345\351\353\356\360\340 \342 \356\352\360\345\361\362\355

\356\361\362\350 \362\356\367\352\350: " }{MPLTEXT 1 0 772 "a1:=1:\npr

int(`\320\340\347\353\356\346\345\355\350\345 \364\363\355\352\366\350

\350 \357\356 \364\356\360\354\363\353\345 \322\345\351\353\356\360

\340:`);x:=z:\nyt:=y+sum('diff(y,z$n)/n!*(t-a1)^n','n'=1..d):x:='x':t:

=x:z:=a1:print(`\363`=yt);x:=x1:ytt:=yt:x:='x':ty:=yt:z:='z':t:='t':\n

print(`\320\340\347\353\356\346\345\355\350\345 \364\363\355\352\366

\350\350 \357\356 \364\356\360\354\363\353\345 \314\340\352\353\356

\360\345\355\340:`);x:=z:\nym:=y+sum('diff(y,z$n)/n!*t^n','n'=1..d):x:

='x':t:=x:z:=0:print(`\363`=ym);\nprint(`\307\355\340\367\345\355\350

\345 \342 \362\356\367\352\345:`);x:=x1;print(`\317\356 \364\356\360

\354\363\353\345 \314\340\352\353\356\360\345\355\340 y(x)`=evalf(ym))

;print(`\317\356 \364\356\360\354\363\353\345 \322\345\351\353\356\360

\340 y(x)`=evalf(ytt));x:=x1:print(`\322\356\367\355\356\345 \347\355

\340\367\345\355\350\345 \364\363\355\352\366\350\350 y(x)`=evalf(y));

print(`\316\370\350\341\352\340 \364\356\360\354\363\353\373 \314\340

\352\353\356\360\345\355\340:`=abs(evalf(y-ym)));print(`\316\370\350

\341\352\340 \364\356\360\354\363\353\373 \322\345\351\353\356\360\340

:`=abs(evalf(y-ytt)));x:='x':print(`\317\356\361\362\360\356\350\354 \+

\343\360\340\364\350\352\350:`);if (abs(a1)>abs(x1)) then A:=2*a1: els

e A:=2*x1: fi:plot(\{y,ty,ym\},x=-A..A,view=[-A..A,-A..A]);print(`\300

\342\362\356\360: \313\340\360\350\355 \300\353\345\352\361\340\355

\344\360 \300\353\345\352\361\340\355\344\360\356\342\350\367 2001 \+

\343.`);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"yG*$-%$cosG6#%\"xG\"\"

#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%G|[x|[y|by|fy|iy|ay|`y|hy|cy|`y~

|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy~|jy|iy~|_z|iy|[z|gy|^z|fy|`y~|]x|`y|dy|fy|iy|[z|

[y:G" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"|^zG,4*$-%$cosG6#\"\"\"\"

\"#F**(F'F*-%$sinGF)F*,&%\"xGF*!\"\"F*F*!\"#*&,&*$F-F+F+F&F2F*F/F+#F*F

+*(F'F*F-F*F/\"\"$#\"\"%F8*&,&F5!\")F&\"\")F*F/F:#F*\"#C*(F'F*F-F*F/\"

\"&#!\"%\"#:*&,&F5\"#KF&!#KF*F/\"\"'#F*\"$?(*(F'F*F-F*F/\"\"(#F>\"$:$*

&,&F5!$G\"F&\"$G\"F*F/F>#F*\"&?.%" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%

I|[x|[y|by|fy|iy|ay|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|hy|ey|az|cy|cy~|jy|iy~|_z|iy|[z

|gy|^z|fy|`y~|gw|[y|ey|fy|iy|[z|`y|hy|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/%\"|^zG,,\"\"\"F&*$%\"xG\"\"#!\"\"*$F(\"\"%#F&\"\"$*$F

(\"\"'#!\"#\"#X*$F(\"\")#F&\"$:$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%2

|bw|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|]y~|]z|iy|bz|ey|`y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"xG$\"\"&!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%

:|jw|iy~|_z|iy|[z|gy|^z|fy|`y~|gw|[y|ey|fy|iy|[z|`y|hy|[y~y(x)G$\"+(*G

^,x!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%8|jw|iy~|_z|iy|[z|gy|^z|fy

|`y~|]x|`y|dy|fy|iy|[z|[y~y(x)G$\"+[&)\\,x!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/%=|]x|iy|bz|hy|iy|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|`y~|_z|^z|h

y|ey|az|cy|cy~y(x)G$\"+I:^,x!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%:

|iw|cz|cy|\\y|ey|[y~|_z|iy|[z|gy|^z|fy|fz~|gw|[y|ey|fy|iy|[z|`y|hy|[y:

G$\"%n8!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%8|iw|cz|cy|\\y|ey|[y~|

_z|iy|[z|gy|^z|fy|fz~|]x|`y|dy|fy|iy|[z|[y:G$\"&#)H\"!#5" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%2|jw|iy|\\z|]z|[z|iy|cy|gy~|^y|[z|[y|_z|cy|ey|c

y:G" }}{PARA 13 "" 1 "" {INLPLOT "6'-%'CURVESG6$7Z7$$!\"#\"\"!$!1F(H%R

;S\"=\"!#97$$!1LL$e%G?y>!#:$!1u=]!\\1&46F-7$$!1nmm\"p0k&>F1$!1\"*\\X0E

_T5F-7$$!1++]P&3Y$>F1$!1e)Qi7>Ex*F17$$!1LLL$Q6G\">F1$!1^cekhVl\"*F17$$

!1++v3-)[(=F1$!1`2k!Gb\")=)F17$$!1nm;M!\\p$=F1$!1./[nkD/tF17$$!1++Dh9H

%z\"F1$!1l8JrVw6kF17$$!1LLL))Qj^<F1$!1s(=T?nlh&F17$$!1LLL`Np3<F1$!1YE

\\IyZ/\\F17$$!1LLL=Kvl;F1$!1>dRF#Q>F%F17$$!1++Drp,B;F1$!1****H)3\"48PF

17$$!1nm;C2G!e\"F1$!1y$>K66s@$F17$$!1LL$3yO5]\"F1$!1Ev-e$R9W#F17$$!1++

]nU)*=9F1$!1A!fNv*3,=F17$$!1LL$3WDTL\"F1$!1wGk()*eiF\"F17$$!1++]d(Q&\\

7F1$!1^`(38$\\5')!#;7$$!1nmmc4`i6F1$!1]3o'fj%*>&Fip7$$!1LLLQW*e3\"F1$!

1*GB(3i_ZFFip7$$!1,+++()>'***Fip$!1Pn*pR;0e%!#<7$$!1++++0\"*H\"*Fip$\"

1T6Vp)>$e9Fip7$$!1++++83&H)Fip$\"1DSOAB&z-$Fip7$$!1LLL3k(p`(Fip$\"1'Ht

#ec4nUFip7$$!1nmmmj^NmFip$\"1d$p+#3]^bFip7$$!1ommm9'=(eFip$\"1)*3F)zZ0

]'Fip7$$!1,++v#\\N)\\Fip$\"1=fSsEneuFip7$$!1pmmmCC(>%Fip$\"1oUP\\P7\"=

)Fip7$$!1*****\\FRXL$Fip$\"1.)eK]w&Q))Fip7$$!1+++D=/8DFip$\"1)3]FDo2L*

Fip7$$!1mmm;a*el\"Fip$\"1Q]<.4V,(*Fip7$$!1pmm;Wn(o)Fiq$\"1FWWF$*R5**Fi

p7$$!1qLLL$eV(>!#=$\"1#>TUm#3$***Fip7$$\"1Mmm;f`@')Fiq$\"1[L$3$e&G#**F

ip7$$\"1)****\\nZ)H;Fip$\"1Uqr*GX`t*Fip7$$\"1lmm;$y*eCFip$\"1*f?C&=!pS

*Fip7$$\"1*******R^bJ$Fip$\"1uZ9e(G-%*)Fip7$$\"1'*****\\5a`TFip$\"1cY$

yi6<P)Fip7$$\"1(****\\7RV'\\Fip$\"1iOo6jVJxFip7$$\"1'*****\\@fkeFip$\"

1x^yh?JPpFip7$$\"1JLLL&4Nn'Fip$\"1'))psfN&phFip7$$\"1*******\\,s`(Fip$

\"1+0^H#olJ&Fip7$$\"1lmm\"zM)>$)Fip$\"1=())Ga?[`%Fip7$$\"1*******pfa<*

Fip$\"1x-\"f(H&Qp$Fip7$$\"1HLLeg`!)**Fip$\"1EP8]+)p$HFip7$$\"1++]#G2A3

\"F1$\"1uv'3U!=.AFip7$$\"1LLL$)G[k6F1$\"1gW:AG.i:Fip7$$\"1++]7yh]7F1$

\"1A9%ypve!**Fiq7$$\"1nmm')fdL8F1$\"1bP*37%eAbFiq7$$\"1nmm,FT=9F1$\"1r

qH)4$=/BFiq7$$\"1LL$e#pa-:F1$\"1x))*pj#*>l%Fdu7$$\"1+++Sv&)z:F1$\"1%QQ

O25]l)!#?7$$\"1LLLGUYo;F1$\"1br,]c^C&*Fdu7$$\"1nmm1^rZ<F1$\"1hCY!R\"y,

JFiq7$$\"1++]sI@K=F1$\"1)oZ9*Gn!p'Fiq7$$\"1++]2%)38>F1$\"1Nhgs]5H6Fip7

$$\"\"#F*$\"1lb'ya*RP<Fip-%'COLOURG6&%$RGBG$\"#5!\"\"F*F*-F$6$7in7$F($

\"1T>o&*=yJ<Fip7$F?$\"1w7#)z%Q[7\"Fip7$FI$\"1sKjnU.=pFiq7$FS$\"1S>?\"f

HZB$Fiq7$FX$\"1u^Vo=a*)=Fiq7$Fgn$\"1Xr&)\\Gu*)*)Fdu7$F\\o$\"1\\zBtx^CF

Fdu7$Fao$\"1Go'4j4^**)Ff[l7$$!1++]_(e1a\"F1$\"1F3L3V)*z!*!#>7$Ffo$\"1g

I(>W0&e[Fdu7$$!1nm;C0,g9F1$\"15V\"yKOBA\"Fiq7$F[p$\"16kCI\"RqG#Fiq7$F`

p$\"1<`<'\\1v\\&Fiq7$Fep$\"1>5VT.Wq**Fiq7$F[q$\"1EekU=Bw:Fip7$F`q$\"1T

Zb!4$ps@Fip7$Feq$\"1KrcIHsAHFip7$F[r$\"14t.\\T(yt$Fip7$F`r$\"1&[cKFs%f

XFip7$Fer$\"1Kd1\"*Gz;`Fip7$Fjr$\"1FE(=+Tk?'Fip7$F_s$\"1&\\H4)3hIpFip7

$Fds$\"1U89!pR`r(Fip7$Fis$\"1Y\"*y**pOR$)Fip7$F^t$\"1E)*or/pG*)Fip7$Fc

t$\"1nP%eIX;Q*Fip7$Fht$\"1rdNh!)HG(*Fip7$$!1nm;H9Li7Fip$\"1#\\qN`'\\T)

*Fip7$F]u$\"1+\">#3SrC**Fip7$$!1.++D^bUWFiq$\"1-6f%ow-)**Fip7$Fbu$\"1l

B9>5'*****Fip7$$\"1[mmT+07UFiq$\"1ML$Q7pA)**Fip7$Fhu$\"1]+M0J&e#**Fip7

$$\"1JLLL1+Y7Fip$\"1Xm#y,]b%)*Fip7$F]v$\"1ON7+NqO(*Fip7$Fbv$\"1\\vca<V

2%*Fip7$Fgv$\"1pS\"=C2/%*)Fip7$F\\w$\"1bSY-\\wr$)Fip7$Faw$\"1?vpc,XJxF

ip7$Ffw$\"1#=_AS9t$pFip7$F[x$\"1t\"Gc#f`phFip7$F`x$\"1]iK^#olJ&Fip7$Fe

x$\"1(*HeV0#[`%Fip7$Fjx$\"1:9\"f(H&Qp$Fip7$F_y$\"1DP8]+)p$HFip7$Fdy$\"

1$[m3U!=.AFip7$Fiy$\"1K#)f@G.i:Fip7$F^z$\"1)zQRXve!**Fiq7$Fcz$\"1;c[`4

eAbFiq7$Fhz$\"1_[Z0!fTI#Fiq7$$\"1++v8)z/Y\"F1$\"1mq%=cW?@\"Fiq7$F][l$

\"1ztJgHv]YFdu7$$\"1nm\"HB-7a\"F1$\"1kaZ5uab()Fg_l7$Fb[l$\"1AARmPL5#)F

f[l7$$\"1nm;%)3;C;F1$\"1i?qLP2XGFdu7$Fh[l$\"1l-c!eE(3&*Fdu7$$\"1++]n'*

33<F1$\"1hsAfC8t=Fiq7$F]\\l$\"1&f!>(e/v4$Fiq7$Fb\\l$\"1s6&yQ5'zmFiq7$F

g\\l$\"1w$)4]'*eE6Fip7$F\\]lF[^l-Fa]l6&Fc]lF*Fd]lF*-F$6$7eo7$F($\"17I(

e,te,$Fip7$F5$\"1Cq&4y:*\\CFip7$F?$\"1))H0()H@b>Fip7$FD$\"1^PBmL**y:Fi

p7$FI$\"1-u3#p(Q]7Fip7$FS$\"1[+'*z$Qut'Fiq7$FX$\"1$eY@-,Uj%Fiq7$Fgn$\"

1O$f\"R^)e.$Fiq7$F\\o$\"1%HAGN[q#>Fiq7$Fao$\"1&p))*4!e6G\"Fiq7$$!1LLLQ

(p/c\"F1$\"1u_X#Q\"4M6Fiq7$Fc_l$\"1DiSmIE\"3\"Fiq7$$!1nmmmx%3_\"F1$\"1

D3<YE0@6Fiq7$Ffo$\"1R*\\O\"4%=D\"Fiq7$F\\`l$\"1R1+cR+0=Fiq7$F[p$\"19?'

\\)*Hns#Fiq7$$!1nm;a[bw8F1$\"1]dYM$o90%Fiq7$F`p$\"1KH*[2rkt&Fiq7$Fep$

\"1(Rk&os`45Fip7$F[q$\"1'3B%y-M#e\"Fip7$F`q$\"17Bguvzv@Fip7$Feq$\"1boW

po3CHFip7$F[r$\"1g?OOyUQPFip7$F`r$\"11$f1V&ofXFip7$Fer$\"1K#y@$\\(oJ&F

ip7$Fjr$\"1YReTSY1iFip7$F_s$\"1\"H=Xo<1$pFip7$Fds$\"1o(fL,T`r(Fip7$Fis

$\"1p)GzBn$R$)Fip7$F^t$\"15,f&\\!pG*)Fip7$Fct$\"1(\\esIX;Q*Fip7$Fht$\"

1BwPh!)HG(*Fip7$Facl$\"1T>dLl\\T)*Fip7$F]u$\"1M\">#3SrC**FipFhcl7$Fbu$

\"1mB9>5'*****Fip7$$\"1cm;/rI2?Fiq$\"1()3Lf7(f***Fip7$Fadl$\"1KL$Q7pA)

**Fip7$$\"1Tm;zHz;kFiq$\"1r.<]7))e**Fip7$Fhu$\"1\"3S`5`e#**Fip7$Fidl$

\"1:z#y,]b%)*Fip7$F]v$\"1$=U,].nt*Fip7$Fbv$\"1beqb<V2%*Fip7$Fgv$\"17')

QksSS*)Fip7$F\\w$\"1ZD'p6l<P)Fip7$Faw$\"1)))e)H9XJxFip7$Ffw$\"1+PDA6KP

pFip7$F[x$\"1%=I`Jg&phFip7$F`x$\"1!))foJ]mJ&Fip7$Fex$\"1%>U37S]`%Fip7$

Fjx$\"1w3*)pZV%p$Fip7$F_y$\"1EQk$*GKQHFip7$Fdy$\"1\"**\\O!==1AFip7$Fiy

$\"17??fPCo:Fip7$F^z$\"1I#3(y!)=.5Fip7$Fcz$\"1[U*H]t0w&Fiq7$$\"1nm;WV*

fP\"F1$\"1^B#el>92%Fiq7$Fhz$\"1D(\\y#H5UFFiq7$F^hl$\"1ah+\">klz\"Fiq7$

F][l$\"1!e-?&RqQ7Fiq7$$\"1+]PzX(=_\"F1$\"1M(\\VMSn6\"Fiq7$Ffhl$\"1'*R$

HPp93\"Fiq7$$\"1L$ek))H0c\"F1$\"1/,mXWRM6Fiq7$Fb[l$\"1>NBx--x7Fiq7$F^i

l$\"1yoD!)=i]>Fiq7$Fh[l$\"1<VvF^CAJFiq7$Ffil$\"1uh!H4r#3YFiq7$F]\\l$\"

1%Q*3(*))*R_'Fiq7$Fb\\l$\"1I?$>i$e77Fip7$$\"1+++S2ls=F1$\"1)e@?C'Qe:Fi

p7$Fg\\l$\"1]^ha@9e>Fip7$$\"1++v.Uac>F1$\"1H*oWR)f^CFip7$F\\]lFjjl-Fa]

l6&Fc]lFd]lFd]lF*-%+AXESLABELSG6$%\"xG%!G-%%VIEWG6$;F(F\\]lF]jm" 2 

304 304 304 2 0 1 0 2 9 0 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 1 }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#%M|[w|]y|]z|iy|[z:~|fw|[y|[z|cy|hy~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|

hy|_y|[z~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy|_y|[z|iy|]y|cy|bz~2001~|^y.G" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}{MARK "1 0 0" 0 }

{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 }




_1047305387.unknown

_1049697070.unknown

_1046251478.unknown

_1044781180.unknown

_1046250917.unknown

_1038587386.unknown

_1044781165.unknown

_1038587173.unknown

_1038581224.unknown

_1038581498.unknown

_1038581585.unknown

_1038581480.unknown

_1038580340.unknown

_1038581124.unknown

_1038580286.unknown

_1036915537.unknown

_1037873330.unknown

_1037874026.unknown

_1038426330.unknown

_1038580080.unknown

_1038426116.unknown

_1037874208.unknown

_1037873739.unknown

_1037873966.unknown

_1037873606.unknown

_1037872554.unknown

_1037873141.unknown

_1037872485.unknown

_1024853198.unknown

_1032691057.unknown

_1032691324.unknown

_1032691766.unknown

_1032691282.unknown

_1024905364.unknown

_1025413522.unknown

_1025415161.unknown

_1025416367.unknown

_1025417592.unknown

_1030350915.unknown

_1030374438.unknown

_1030351109.unknown

_1026240580.unknown

_1025418091.unknown

_1025417056.unknown

_1025417248.unknown

_1025416853.unknown

_1025415672.unknown

_1025415959.unknown

_1025415383.unknown

_1025413979.unknown

_1025414489.unknown

_1025413672.unknown

_1025367520.unknown

_1025368527.unknown

_1025370117.unknown

_1025367942.unknown

_1024906241.unknown

_1024992717.unknown

_1024905412.unknown

_1024901436.unknown

_1024903625.unknown

_1024904532.unknown

_1024904595.unknown

_1024905223.unknown

_1024903660.unknown

_1024903381.unknown

_1024903452.unknown

_1024901649.unknown

_1024854437.unknown

_1024855310.unknown

_1024855445.unknown

_1024855108.unknown

_1024853762.unknown

_1024854201.unknown

_1024853592.unknown

_1024301580.unknown

_1024850662.unknown

_1024852393.unknown

_1024852988.unknown

_1024853114.unknown

_1024852421.unknown

_1024850879.unknown

_1024851240.unknown

_1024852109.unknown

_1024850736.unknown

_1024331956.unknown

_1024332437.unknown

_1024332616.unknown

_1024332286.unknown

_1024331381.unknown

_1024331424.unknown

_1024330546.unknown

_1023789914.unknown

_1024300091.unknown

_1024301285.unknown

_1024301542.unknown

_1024301123.unknown

_1024299420.unknown

_1024299791.unknown

_1024298960.unknown

_1023789344.unknown

_1023789721.unknown

_1023789826.unknown

_1023789553.unknown

_1023787827.unknown

_1023788280.unknown

_1023787429.unknown

_1019407110.unknown

_1021969188.unknown

_1023032582.unknown

_1023119510.unknown

_1023126971.unknown

_1023128511.unknown

_1023786015.unknown

_1023127834.unknown

_1023120035.unknown

_1023120478.unknown

_1023119760.unknown

_1023112906.unknown

_1023119250.unknown

_1023119308.unknown

_1023119163.unknown

_1023035302.unknown

_1023035615.unknown

_1023034432.unknown

_1022346222.unknown

_1022346584.unknown

_1023031862.unknown

_1023031973.unknown

_1023032278.unknown

_1022348138.unknown

_1022348296.unknown

_1022348356.unknown

_1022347830.unknown

_1022346297.unknown

_1022346421.unknown

_1022342612.unknown

_1022343881.unknown

_1022344028.unknown

_1022345674.unknown

_1022343342.unknown

_1022341745.unknown

_1022342356.unknown

_1022339600.unknown

_1019409933.unknown

_1019450882.unknown

_1019451051.unknown

_1019451267.unknown

_1019450981.unknown

_1019410606.unknown

_1019409040.unknown

_1019409250.unknown

_1019407919.unknown

_1019401312.unknown

_1019403029.unknown

_1019404471.unknown

_1019404617.unknown

_1019404196.unknown

_1019402194.unknown

_1019402347.unknown

_1019401514.unknown

_1019400373.unknown

_1019400988.unknown

_1019401117.unknown

_1019400497.unknown

_1019399813.unknown

_1019400073.unknown

_1019399677.unknown

_1019383521.unknown

_1019393010.unknown

_1019393378.unknown

_1019393794.unknown

_1019399449.unknown

_1019394020.unknown

_1019393450.unknown

_1019393213.unknown

_1019393283.unknown

_1019391282.unknown

_1019391460.unknown

_1019391704.unknown

_1019392931.unknown

_1019391374.unknown

_1019383826.unknown

_1019383998.unknown

_1019383628.unknown

_1019378421.unknown

_1019381619.unknown

_1019383152.unknown

_1019383339.unknown

_1019383405.unknown

_1019383217.unknown

_1019381785.unknown

_1019378526.unknown

_1019378822.unknown

_1019378468.unknown

_1019068265.unknown

_1019378140.unknown

_1019378290.unknown

_1019068537.unknown

_1019068020.unknown

_1019068187.unknown

_1019067793.unknown

_1018954332.unknown

_1019035591.unknown

_1019043774.unknown

_1019044528.unknown

_1019067519.unknown

_1019067551.unknown

_1019066960.unknown

_1019044114.unknown

_1019044261.unknown

_1019043871.unknown

_1019036516.unknown

_1019042627.unknown

_1019042984.unknown

_1019036911.unknown

_1019036105.unknown

_1019036156.unknown

_1019035983.unknown

_1019029279.unknown

_1019030472.unknown

_1019031926.unknown

_1019032071.unknown

_1019031907.unknown

_1019030226.unknown

_1019030398.unknown

_1019029690.unknown

_1018956233.unknown

_1018989362.unknown

_1019029086.unknown

_1018956154.unknown

_1018947489.unknown

_1018951291.unknown

_1018952552.unknown

_1018954082.unknown

_1018954230.unknown

_1018952449.unknown

_1018950690.unknown

_1018950941.unknown

_1018950613.unknown

_1018945938.unknown

_1018946424.unknown

_1018946981.unknown

_1018945989.unknown

_1018945328.unknown

_1018945532.unknown

_1018945048.unknown

_1018169695.unknown

_1018245748.unknown

_1018254077.unknown

_1018942924.unknown

_1018943108.unknown

_1018254168.unknown

_1018942514.unknown

_1018249114.unknown

_1018252239.unknown

_1018246976.unknown

_1018170573.unknown

_1018170623.unknown

_1018245523.unknown

_1018170604.unknown

_1018170388.unknown

_1018170540.unknown

_1018169731.unknown

_1018168671.unknown

_1018169409.unknown

_1018169519.unknown

_1018169639.unknown

_1018169436.unknown

_1018169498.unknown

_1018169371.unknown

_1018169077.unknown

_1018169129.unknown

_1018164924.unknown

_1018167008.unknown

_1018167291.unknown

_1018166904.unknown

_1018163415.unknown

_1018164745.unknown

_1018162249.unknown

_1017950280.unknown

_1018079446.unknown

_1018086253.unknown

_1018087016.unknown

_1018087326.unknown

_1018090154.unknown

_1018090306.unknown

_1018089812.unknown

_1018087177.unknown

_1018086787.unknown

_1018086891.unknown

_1018086681.unknown

_1018081758.unknown

_1018083962.unknown

_1018084313.unknown

_1018083521.unknown

_1018081047.unknown

_1018081613.unknown

_1018080719.unknown

_1017952641.unknown

_1018075556.unknown

_1018077721.unknown

_1018077845.unknown

_1018075678.unknown

_1018031884.unknown

_1018036319.unknown

_1017952734.unknown

_1017952392.unknown

_1017952454.unknown

_1017952516.unknown

_1017952425.unknown

_1017952264.unknown

_1017952355.unknown

_1017951965.unknown

_1017940541.unknown

_1017948035.unknown

_1017949257.unknown

_1017949540.unknown

_1017949742.unknown

_1017949434.unknown

_1017948474.unknown

_1017948678.unknown

_1017948260.unknown

_1017941259.unknown

_1017941576.unknown

_1017941747.unknown

_1017941286.unknown

_1017941039.unknown

_1017941170.unknown

_1017940665.unknown

_1017934526.unknown

_1017937419.unknown

_1017940383.unknown

_1017940416.unknown

_1017937833.unknown

_1017936749.unknown

_1017937347.unknown

_1017936590.unknown

_1017933780.unknown

_1017933829.unknown

_1017933840.unknown

_1017933806.unknown

_1017872282.unknown

_1017912111.unknown

_1017933610.unknown

_1017872265.unknown

_1017561632.unknown

_1017829366.unknown

_1017867539.unknown

_1017868844.unknown

_1017871808.unknown

_1017872138.unknown

_1017872204.unknown

_1017872085.unknown

_1017870696.unknown

_1017871134.unknown

_1017870437.unknown

_1017868469.unknown

_1017868671.unknown

_1017868786.unknown

_1017868624.unknown

_1017867772.unknown

_1017868099.unknown

_1017867756.unknown

_1017864906.unknown

_1017867037.unknown

_1017867358.unknown

_1017867447.unknown

_1017867253.unknown

_1017865969.unknown

_1017866251.unknown

_1017864936.unknown

_1017864317.unknown

_1017864742.unknown

_1017864753.unknown

_1017864343.unknown

_1017863661.unknown

_1017864099.unknown

_1017864177.unknown

_1017862935.unknown

_1017770908.unknown

_1017827069.unknown

_1017827076.unknown

_1017827662.unknown

_1017828703.unknown

_1017827504.unknown

_1017827073.unknown

_1017827074.unknown

_1017827071.unknown

_1017771880.unknown

_1017827067.unknown

_1017827068.unknown

_1017827062.unknown

_1017827066.unknown

_1017827059.unknown

_1017827060.unknown

_1017771919.unknown

_1017771705.unknown

_1017771824.unknown

_1017771165.unknown

_1017766789.unknown

_1017770223.unknown

_1017770436.unknown

_1017770850.unknown

_1017770371.unknown

_1017767891.unknown

_1017769306.unknown

_1017767828.unknown

_1017565483.unknown

_1017766564.unknown

_1017766640.unknown

_1017766371.unknown

_1017563967.unknown

_1017565097.unknown

_1017561864.unknown

_1017434570.unknown

_1017483035.unknown

_1017487318.unknown

_1017490902.unknown

_1017491368.unknown

_1017561258.unknown

_1017491021.unknown

_1017489564.unknown

_1017490766.unknown

_1017489219.unknown

_1017484512.unknown

_1017484849.unknown

_1017485781.unknown

_1017484666.unknown

_1017484428.unknown

_1017483665.unknown

_1017484153.unknown

_1017479985.unknown

_1017482560.unknown

_1017482730.unknown

_1017482791.unknown

_1017482692.unknown

_1017480824.unknown

_1017482436.unknown

_1017480256.unknown

_1017435891.unknown

_1017478998.unknown

_1017479371.unknown

_1017479843.unknown

_1017479928.unknown

_1017479761.unknown

_1017479324.unknown

_1017478913.unknown

_1017435646.unknown

_1017435775.unknown

_1017435298.unknown

_1017262252.unknown

_1017431576.unknown

_1017432016.unknown

_1017433307.unknown

_1017434459.unknown

_1017432604.unknown

_1017431721.unknown

_1017431793.unknown

_1017431652.unknown

_1017430854.unknown

_1017431309.unknown

_1017431461.unknown

_1017431131.unknown

_1017430341.unknown

_1017430487.unknown

_1017430779.unknown

_1017430003.unknown

_1017257189.unknown

_1017257942.unknown

_1017259089.unknown

_1017260979.unknown

_1017258500.unknown

_1017257543.unknown

_1017257761.unknown

_1017257352.unknown

_1017256436.unknown

_1017256603.unknown

_1017256988.unknown

_1017256530.unknown

_1017254388.unknown

_1017255437.unknown

_1017236107.unknown

_1016096781.unknown

_1017136781.unknown

_1017219549.unknown

_1017223655.unknown

_1017227416.unknown

_1017231207.unknown

_1017231297.unknown

_1017232893.unknown

_1017235940.unknown

_1017232106.unknown

_1017231259.unknown

_1017230217.unknown

_1017230873.unknown

_1017227735.unknown

_1017225227.unknown

_1017226289.unknown

_1017226750.unknown

_1017225564.unknown

_1017224511.unknown

_1017224993.unknown

_1017224232.unknown

_1017221999.unknown

_1017222501.unknown

_1017223341.unknown

_1017223573.unknown

_1017222903.unknown

_1017222144.unknown

_1017222365.unknown

_1017222110.unknown

_1017221148.unknown

_1017221384.unknown

_1017221445.unknown

_1017221316.unknown

_1017220015.unknown

_1017220364.unknown

_1017219714.unknown

_1017171512.unknown

_1017171915.unknown

_1017218617.unknown

_1017218748.unknown

_1017218838.unknown

_1017218697.unknown

_1017171981.unknown

_1017218366.unknown

_1017171956.unknown

_1017171750.unknown

_1017171832.unknown

_1017171889.unknown

_1017171796.unknown

_1017171657.unknown

_1017171696.unknown

_1017171599.unknown

_1017147968.unknown

_1017150362.unknown

_1017150568.unknown

_1017150668.unknown

_1017150883.unknown

_1017151149.unknown

_1017151170.unknown

_1017151086.unknown

_1017150769.unknown

_1017150613.unknown

_1017150473.unknown

_1017150546.unknown

_1017150407.unknown

_1017149662.unknown

_1017149748.unknown

_1017149317.unknown

_1017147683.unknown

_1017147844.unknown

_1017147878.unknown

_1017147776.unknown

_1017138492.unknown

_1017147501.unknown

_1017137132.unknown

_1016304579.unknown

_1017128818.unknown

_1017132622.unknown

_1017133863.unknown

_1017134600.unknown

_1017135372.unknown

_1017134118.unknown

_1017132924.unknown

_1017133725.unknown

_1017132832.unknown

_1017129246.unknown

_1017129928.unknown

_1017130749.unknown

_1017129684.unknown

_1017128994.unknown

_1017129071.unknown

_1017128975.unknown

_1017125726.unknown

_1017126729.unknown

_1017128236.unknown

_1017128479.unknown

_1017128754.unknown

_1017128552.unknown

_1017128423.unknown

_1017127868.unknown

_1017128092.unknown

_1017127784.unknown

_1017126167.unknown

_1017126279.unknown

_1017126054.unknown

_1017124034.unknown

_1017124555.unknown

_1017124694.unknown

_1017124787.unknown

_1017124895.unknown

_1017124651.unknown

_1017124227.unknown

_1017124365.unknown

_1017124125.unknown

_1017123080.unknown

_1017123110.unknown

_1017122997.unknown

_1016293742.unknown

_1016296969.unknown

_1016303623.unknown

_1016304233.unknown

_1016304424.unknown

_1016303651.unknown

_1016302729.unknown

_1016303270.unknown

_1016302667.unknown

_1016294260.unknown

_1016294740.unknown

_1016294875.unknown

_1016294476.unknown

_1016293913.unknown

_1016293983.unknown

_1016293787.unknown

_1016288864.unknown

_1016291546.unknown

_1016291932.unknown

_1016292088.unknown

_1016291580.unknown

_1016289346.unknown

_1016289473.unknown

_1016291450.unknown

_1016291523.unknown

_1016289436.unknown

_1016289090.unknown

_1016289251.unknown

_1016288992.unknown

_1016285508.unknown

_1016287776.unknown

_1016288455.unknown

_1016288521.unknown

_1016288343.unknown

_1016285811.unknown

_1016286922.unknown

_1016285678.unknown

_1016283051.unknown

_1016283661.unknown

_1016285149.unknown

_1016283187.unknown

_1016098943.unknown

_1016281797.unknown

_1016097403.unknown

_1015060964.unknown

_1015239695.unknown

_1015419660.unknown

_1015443387.unknown

_1015446456.unknown

_1016095807.unknown

_1016096345.unknown

_1016096565.unknown

_1016095910.unknown

_1015447507.unknown

_1016095464.unknown

_1015447438.unknown

_1015445278.unknown

_1015445840.unknown

_1015446261.unknown

_1015445462.unknown

_1015443666.unknown

_1015444003.unknown

_1015443544.unknown

_1015442053.unknown

_1015442599.unknown

_1015443118.unknown

_1015443203.unknown

_1015442999.unknown

_1015442496.unknown

_1015442519.unknown

_1015442325.unknown

_1015441692.unknown

_1015441869.unknown

_1015441936.unknown

_1015441785.unknown

_1015441580.unknown

_1015441666.unknown

_1015420076.unknown

_1015247314.unknown

_1015416598.unknown

_1015419194.unknown

_1015419414.unknown

_1015419481.unknown

_1015419324.unknown

_1015418653.unknown

_1015418857.unknown

_1015416616.unknown

_1015248154.unknown

_1015249811.unknown

_1015416495.unknown

_1015249663.unknown

_1015247628.unknown

_1015247740.unknown

_1015247541.unknown

_1015242332.unknown

_1015244479.unknown

_1015247100.unknown

_1015247123.unknown

_1015246891.unknown

_1015243186.unknown

_1015243347.unknown

_1015243082.unknown

_1015240338.unknown

_1015241593.unknown

_1015242267.unknown

_1015240450.unknown

_1015239838.unknown

_1015240011.unknown

_1015239755.unknown

_1015181959.unknown

_1015236574.unknown

_1015238634.unknown

_1015239353.unknown

_1015239498.unknown

_1015239547.unknown

_1015239430.unknown

_1015238859.unknown

_1015239127.unknown

_1015238777.unknown

_1015237198.unknown

_1015238449.unknown

_1015238530.unknown

_1015238365.unknown

_1015236907.unknown

_1015236945.unknown

_1015236840.unknown

_1015230259.unknown

_1015231205.unknown

_1015231407.unknown

_1015231461.unknown

_1015231258.unknown

_1015230927.unknown

_1015230982.unknown

_1015230320.unknown

_1015183993.unknown

_1015228958.unknown

_1015230084.unknown

_1015185816.unknown

_1015182097.unknown

_1015182148.unknown

_1015182016.unknown

_1015067101.unknown

_1015068869.unknown

_1015069806.unknown

_1015077346.unknown

_1015181897.unknown

_1015070698.unknown

_1015069620.unknown

_1015069716.unknown

_1015069478.unknown

_1015068652.unknown

_1015068777.unknown

_1015068823.unknown

_1015068728.unknown

_1015067294.unknown

_1015067543.unknown

_1015067202.unknown

_1015066554.unknown

_1015066924.unknown

_1015067039.unknown

_1015067073.unknown

_1015066988.unknown

_1015066681.unknown

_1015066799.unknown

_1015066644.unknown

_1015061807.unknown

_1015061883.unknown

_1015066483.unknown

_1015061841.unknown

_1015061619.unknown

_1015061636.unknown

_1015061104.unknown

_1014741061.unknown

_1015005760.unknown

_1015018709.unknown

_1015059581.unknown

_1015060569.unknown

_1015060700.unknown

_1015060780.unknown

_1015060662.unknown

_1015060366.unknown

_1015060425.unknown

_1015059723.unknown

_1015058602.unknown

_1015059131.unknown

_1015059356.unknown

_1015058753.unknown

_1015019226.unknown

_1015058367.unknown

_1015018738.unknown

_1015015194.unknown

_1015017228.unknown

_1015018461.unknown

_1015018560.unknown

_1015017978.unknown

_1015015431.unknown

_1015016080.unknown

_1015015341.unknown

_1015008369.unknown

_1015013794.unknown

_1015014941.unknown

_1015009817.unknown

_1015005911.unknown

_1015007677.unknown

_1015005830.unknown

_1014762113.unknown

_1014798060.unknown

_1014803120.unknown

_1015005149.unknown

_1015005693.unknown

_1014803169.unknown

_1014798131.unknown

_1014802958.unknown

_1014798102.unknown

_1014796488.unknown

_1014797936.unknown

_1014797993.unknown

_1014796769.unknown

_1014763216.unknown

_1014763614.unknown

_1014762184.unknown

_1014757560.unknown

_1014761722.unknown

_1014761973.unknown

_1014762057.unknown

_1014761784.unknown

_1014758503.unknown

_1014758919.unknown

_1014757769.unknown

_1014755608.unknown

_1014757351.unknown

_1014757456.unknown

_1014755857.unknown

_1014744014.unknown

_1014750277.unknown

_1014752045.unknown

_1014743713.unknown

_1014719605.unknown

_1014729545.unknown

_1014732126.unknown

_1014738185.unknown

_1014739481.unknown

_1014739699.unknown

_1014738430.unknown

_1014732189.unknown

_1014732348.unknown

_1014732154.unknown

_1014731420.unknown

_1014732074.unknown

_1014732104.unknown

_1014731690.unknown

_1014730476.unknown

_1014731005.unknown

_1014730235.unknown

_1014724097.unknown

_1014726858.unknown

_1014727209.unknown

_1014729500.unknown

_1014727151.unknown

_1014726309.unknown

_1014726811.unknown

_1014725174.unknown

_1014720180.unknown

_1014723960.unknown

_1014724056.unknown

_1014720274.unknown

_1014719783.unknown

_1014720104.unknown

_1014719730.unknown

_1014628204.unknown

_1014630736.unknown

_1014631157.unknown

_1014718712.unknown

_1014718781.unknown

_1014718608.unknown

_1014630927.unknown

_1014631000.unknown

_1014630774.unknown
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